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КНИГА 1. 


Дополиев1е къ элементарной алгебрь, 


$1. Подъ Дополненель къ элементарной алебуь мы понимаемт 
начальных свфдёШя о рядахь и ихъ сходимости, раскрымме фор- 
мулы бинома и ея приложен!я, алгебраическую теорпо логариомовъ 
и рЬшен!е показательныхь ураваен!й. 


ГЛАВА ПЕРВАЯ. 


Ряды. 


Т. ПредвАРАТЕЛЬНЫЯ ПОНЯЧЯ, 


$2. Опредфленя.— Рядомь въ математик® называватся безконечный 
рядъ количествъ, слАдующихт, другЪ за другом по опредфленному 
закону. Эти количества суть члены ряда. 


Мы будемт. обозначать чдепы ряда через и, чи: ин ...: Ив ‹- 
Членъ и» слитается общимь членом: значенйв его зависитъ отъ я, 
придавая которому послфдовательныя звачена: 0,1,2,..., мы бу- 


демь получать различные члевы ряда. 
Черезь 5, обозначаютъ злгебраическую сумму з первыхъ чле- 
новъ ряда, такъ что 


Бан, На-На. 


$3. Скодящеся и расходящеся ряды. — Рядъ казывветея слодя- 
шимел, если существует конечный предёль, къ которому стремится 


м. в, итожокини аевиеА, 1 


9 


сумма 8, по мВрВ того, какъ и увеличивается безпредвльно. Пре- 
дфлъ 9, кь которому стремится 5» называется суммою ряда. 

Юсли же, напротивъ, сумма 8, не стремитен къ опредфленному 
предфлу, то рядъ иазывается раслодяюимея. Расходяпийся рядь 
ничего не предстаяляеть и не можеть, поэтому, имфть ириложевт 
вт, анализ». . 

$4. Принфръ.— Геометрическая прогрессёя воть сходящЁйся рядъ, 
если вя знаменатель меньше единицы, Въ самом дълЪ, мы вя- 
дьли (Т, 8 348), что при 4<1 сумма 


а- ааа Раф... ав... 


стремится къ опредфленному предвлу 15. 


Безконечная геометрическая прогресся при знаменатель, боль- 
шемъ единицы, есть рядъ раеходящйся. Дъйствительно, сумма ея 
члевовъ безконечно растеть при бозконечномь возрастави числа 
пленовъ, 

$ 5. Замфчане.-— Шлиобы рядь быль стодтинчлел, необходимо, чтобы, 
начиная съ ъкоторао достаточно удаленно члена, члены и» стре- 
милея по нулю при безконениомь возрастания 1. Вь самомъ дЪлЬ, 
если радь сходящся и предвль его равенъ 5, то можно выбрать 
л на столько большимъ, что суммы: 5 Я», б»4е будуть отли- 
чатьея оть 5 на сколь-угодно малую величину. Разности: 5,1— 6, 
В,+2— Вы ВЪ этомъ еслучав будуть также сколь-угодно малы. 
А чакь вакъ бил - бьжЕиь бы ВызаЕЕиь, 70 И Члены: ин, 
и„4а стремятся къ нулю, 

Это условав — необходимо, но не довпииточно. Для доказательства, 
этого разомотримв рядъ, называемый зарлоническиль, 


А+. Ю 


члены котораго безпредфльно уменьиимотся, а рядъ, десмотря па 
это, расходящийся. Въ самомъ дЁлЬ, собирая члены въ группы: 


1 т\ 
о 
918; 


ние 


1 1 1 
ная 


замфчаемь, 110 каждая часть, заключениая въ скобки, больше 


-} ДВИствительно, въ послфдяей, напр., групиЪ, состоящей изъ з 


членовъ, эти послдейе или больше, илн, но крайней мёр8, равны 


=. А такъ какъ рядъ состоить изъ безчиелоннато множеетва по- 


лобныхь групп», то сумма, очевидно, можеть превзойти ноя й на- 
передъ задячный пред®лъ. 

86. Общее усломе сходимости радовъ.— Это услове сходимости 
ряда заключается въ ол®дующемъ, 

Даля сходимости ряда необходило и доспиртоино, чтобы можно 
было взять въ немь число чаеновь т. начиная сь перуно, ни столько 
болииое, чтобы сумма сапдующихь р членов», 


о-ва Ра Р.Р чары (а) 


эре вонкомь р, споль-улюдно болоцоми, била бы по абсомотной возичинь 
менье даннею количества, накь бы моло ото ни было, в спрели- 
лась бы кь нумо, кода и возрастаеть безпредьльно- 

Это услоше— необходимо. Дёйствительно, если рядь сходяшёйся, 
то и можно выбрать ив столько большимт, что двф суммы: 5» и 
В»4» При всякомъ р будуть отличаться отъ ихъ общаго предфла 8 
на сколь-утодво малую величину (8 3); поэтому, и ихъ разность, 
равная сумм (=), ири такомь вначеши я будеть по абеплютной 
величин меньше задаянаго чивла, какъ бы мало оно ви было, и 
будеть стремиться кт нулю при безпредльномъ воарастани я. 

Этого услошя достаточно. Дйствательно, если оно выполнено, 
то для в можно выбрать пЪкоторов опредфленное значеше и’, на 
только большое, что сумма 


Чи Ч мичеа-|Нычеа-- о Чи (5) 


при всякомь р, накЪ бы велико ово ни было, по абсолютной ве- 
личин® будеть менгше сколь-угодно малаго напередъ заденнаго 
числа, «; сллователено, при этомь значеви я’ сумма б,-, будеть 
заклиочаться между двумя постояпными числами: 8 —а и бра, 
такь цаюъ сумма (6) содержится между —х и --а. Отсюда выте- 
кавть, что если это справедливо при веякомъ значения р, то при 
велкомь значеви и, большемь 1’, сумлиь 5, будета, содоржватья мемеду 
зьми ое предилами и не можеть распии безпредльно виъетиь съ т. 
Кром того, при бозграничномъ возрастании »’ сумма {Ъ) стремится 


къ нулю; поэтому, дви числа: Я, ии 6» --а безпредфльно при’ 
т 


—4- 


ближаются другъ къ другу и сумма 5, будеть выть одизъ ко- 
нечный я опредфленный иредфлф. Итакъ, рядъ — сходящёйся. 

$ 7. Замфчане.—Не всегда легко приложить предыдущ!Й обний 
признакъ и рить, будеть ли донвый рядъ сходящийся или раехо- 
дяшйся. Одинъ изъ премовъ, нанболфе ольментарныхь, состойтъ 
въ сравиени, предложеннахо ряда съ другимъ такимъ рядов, о до- 
торомъ извфотно, сходянийся онъ или расходящ ея; такое сравяе- 
ие приводить къ нЪкоторымъ правиламъ, которыя дають возмож- 
ность рЫшить вопроеъ въ большинств® случазвъ. Сначала мы зай- 
мемся рядами, у которыхъ вой члены — положительны, 


|. Ряды СЪ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМИ ЧЛЕНАМИ, 


88. Теорема 1.— Рядь съ положнииельными членими—олодяци ся, 
если, начинал съ извтетнао мета, отношене веякееб члена ряда къ 
предыдущему постоянно меньше никоторазо опредимениию числ, мени 
зназо сдиницы: было бы недостотоцио, если бы эню отношене остави- 


лоеь бы постюжнно пешие знолоко сдиниия. 
Рядь- ристодящйся, сели ото отношене, наиниал съ извьенно 


мъеши, постоянно болиие единиц. 
1. Раземотримь рядз: 


чо-е -Е..-Риьа--... 


Пусть, начиная съ члена ии, отношен]е веякаго члева къ предыду- 
щему постоянно меньше опредфлевваго числа. р, мевьшаго едрииды, 
т.е, пусть 

че 1 НЫ и“ 

РН <, 

и» Ч Ни 


или 
Чит Кин, Мне < ЙНынь ина Мы, ..- 


Изъ этихъ неравенствъ вытекаоть: 
о <, чер ОЙ, ыы Е ,..., 


в это показываеть, что члевы предложениаго ряд, налиная 
СЪ ыы, МОНЬШе соотефтетвенныхь членовъ убывающей геометря- 
ческой прогрессйи: 


ыы Ри, |. 


ББ - 


Слвдовательно, невозможно, чтобы ихь сумма возрастала безпре- 
дльно. Поэтому, хотя сумма членовь предложеннаго ряда и бу- 
деть постоянно увеличиваться при безграничномь увеличения числа 
членов, такъ какъ эти послБда!е всё положительны, но вев-таки 
ве можеть прерзойти всякаго напередь задапнаго числа. Отсюда 
заключаемь, что она имфетъ предфль, равный наименьшему изъ 
чисель, которыхь она не можеть презвойти, 

2. ели, вачиная съ вфкоторвго мета, отяотене дсякаго 
члена къ предыдущему больше единиць, то очевидно, что члены 
идутъ возраствя и что, слёдозательно, ихъ сумма возрастаеть 
безпредвльно, Рядь—расходящйся, 

Замфчане, —Предыдущее доказательство не имвло бы м%Фота, 
если бы # . Въ этомъ случаВ явилось бы сомнф1о: рядъ могъ 
бы быть какъ сходящимся, такъ и расходящимся, что мы я уви- 
двуъ ва примбрахъ. ^ 

$ 9. Какъ прилагается предыдущая теорема, Обыкновеяно отно- 
Шен!е одного изъ членовъ кь аредыдущему стремится к нВкото- 
рому предфлу Ь когда нп возрастветъ бозаредёльно. 

„Если Т меныше сдиници, то можно выбрать но произволу, между 
и 1, опредфленвов число /; и тажъ какъ отнобтен стремится къ 
1, то в можно взять на столько большимъ, что это отношение .бу- 
дет, постоянпо меньше #, которое въ свою очередь мевыие 1. 
СлЗдовательно, рядь-— сдодянийея. 

Вели 1 бомыше единицы, то также можно выбрать по произволу, 
между 1 и |, опредьлевное число 1; и такт, какъ отвощеше при- 
ближается неограниченно къ $, то оно, наконец, будеть съ нфко- 
тораге муофа постоянно больше 1, которое въ евою очередь больте 
единицы. СлЪдовательно, рядь — расходлцайся. 

Если ==1, 110 вопробь остаетея неръшоннимь. Теоремы Г не- 
Достаточно, чтобы судить о сходимости или расходимости ряда. 


ыы 
Однако, седи отношеще "+ 


6% пикоторало лъета всезда болилие своего 


предъла 1, тю рядь—росходниййсм дфйствительно, тогда члены съ 
ыВкотораго мБста идутъ, поотоянво звозрастая, и такъ какъ они 
всЪ—положительны, то ихъ сумма можеть превзойти псяков на- 
передъ заданное количество, 

8 10. Предфлъ допуснаемой ошибни.— Доказательство теоремы Г 
давть возможность опредфлить предёль ощибки, когда мы при 
суммировави сходящагося ряда останапливчемея на член® нко- 


в 


тораго порядка. Въ самомъ дфл, предположимтъ, что, начиная еъ. 
члена ;, отвошен!е всякаго члена къ предыдущену будеть по- 
стоянно меньше числа № мевьшаго единицы; члены: мер» нь 
чца,... будуть (8 8) соотвётетвенно меньше фи, и, А“... И, 
сл®довательно, сумма отбрасываемыхь членов, когда мы оста- 
вавлизаемея на из, будеть меньше и; Ре -- чи --Р--... 


или меньше я Итакъ, обовначая допускаемую ошибку черезъ. 


в, мы получаемъ: 


кз 


< 


$ 1. Примфры: 1) Дакъ ряд: 


1 
ОО АНИ | 4 р 
ета тов Кталя т Клево. 
Отношен® (»„--1)-го члена къ предыдущему есть Г предёль 
этого отнотеня равенъ нулю при безпредфльномь возрастании, 
Слёловательно, радъ — сходяпийся. — Останавливаемея на членв 


ая отнотен!е всякаго изъ слЗдующихъ членовь къ предыду- 


щему постоянно меньше тв привимая # 


1 на 
2 Находимъ, что до 
пущенвая ошибка, 


“198: + ИГН ). 
2} Въ гарновическомь ряд (1) ($ 5) отношене я-го члена къ 
предыдущему есть т, или, что то же самое, ( — 1), Оно всегда 


меньше 1, 0 предёлъ его при безграничномъ возрастани я ра- 
венъ 1. Является сомязще, но въ $ Б-мь было доказано при по- 
мощи особаго према, что этоть рядъ-—расходящйся. 

3) Давт еше рядъ: 


ить. @) 


Отношен!е ж-Го члена къ предыдущему есть — 2” › ИЛИ, ЧТО ТО 28 


1) . 
самое, (| -#): предёль аго также равенъ единиц, Теорема Г, 
позтому, ве приложима, ели же мы разобъемъ члены на группы: 


Т.-е. таль, чтобы каждая труппа начиналась членомь, зиамена- 


тель котораго есть степень 2, то значен!е первой группы булеть 
Е эначев!е второй групоы меньше „ЖА, 
прощай группы— меньше хх 8, или г й т. д. Отеаюда 


меньше 5; Ж 2, или 
1 
вли 23 
вытекаеть, что сумма членовъ даннаго ряда меньше суммы чле- 
р 1 
новъ убывающей геометрической прогрессш: 1 5. ЕЕ. .. 
а это значить, что разематриввемый рядъ-—сходяпийся, 

12. Случай, когда рядъ расположень по степеняиъ перемённой. — 
Часто случается, что рядь расположен по цзлышь ий возрастающрыь 
степенямъ переменой х. Воли общий членъ и Вавенъ Ав", т 
ды 


вы 
отношен!е “"** будеть равно 
Ё 


г 


2; обовначая же черезь { пре- 


дФль, къ которому стремится отношев!е коэффищентоль 


когда в возрастаотъ безпредльно, мы можемь предетавить прелфлъ, 
къ которому стремится отношен!е самихъ эгихь членовъ, въ вид 
Поэтому, рядь будеть сходящся, вели ($8 9} 


Ши плит < . 


1 
Итан, рядь будеть сходящимея, пока х будеть меньше Тя 


расходящимея, когда х будеть > +. ЗВопросъ останется нер- 


пеянымъ, воли х придать значеве т. 


Принфры: 1) Дань рядъ: 
. ы ” 
НТН рая. ® 


Козэффищевты членовъ этого ряда суть члены ряда (2); поэтому, 


Вы 
Я» 


отношене коэффищентовь равво 1 и предёлъ его 1==0. Ол$- 


довательно, рядъ будет сходящимся при ноякомт аначен(и х, мень- 


т-6. при какомъ. угодно 2. 


1 
шем |, 


2} Данъ рядъ: 


Коэффищенты члевовъ этого ряда суть члевы гармоническаго 
. . 1) 
ряда (1); поэтому, отношене козффящентовь есть ( —я) и пре- 
двль его равенъ 1. СОл®довательно, рядъ-—сходящся при воякомъ 
значения д, менгшемъ 1, и расходящйся при всякомъ значения х, 
большемъ 1. Вопросъ оставался бы верътензымъ при 4 =13, но мы 
уже види ($ 5), что въ этомъ случа? рядъ--расходянийся. 
$ 13, Теорема И.—Рядь съ полозительными членами, обиий члень 
.. в . 
хоторао веть и, сходнацийся, вели Учь При нъкоторомь значеши п 
4 пры веъть знамена, больииить этою, будеть меныше опредплението 
в з/— 
числа №, ненишело единицы. Рлдь— растодящийся, воли Уи» повтоянно 
больше единицы, 
й ‚,- 
1. Если, начиная съ нёкотораго зваченя п, постоянво Уз» <, 
то получаются сл®дуюция неравенетвя: 


ча 5, выд ЗИ, ие Н,..., 


изъ которыхъ видно, что члены предложеннаго ряда, начиная 6%», 
‘мвньше соотвётетвенныхь членов убывающей геометрической про- 
гресейи: 


ви... 


Отсюда заключаемтъ, какт и въ $ 8-мъ, что нашШЪ рядъ- сходащийся. 


2. Если же, наоборотъ, начиная съ вфкотораго аначен!я я, У= 
постоянно больше единицы, то и и, постоянко больше единицы; 
иначе говоря, члены идутъ возрастая и ихъ сумма можеть пре- 
вяойти всякую данвую величину. 

Занёчаше. — Педыдущее докавательство не имзло бы мета, 
если бы #==1. Въ этомъ случаф явилось бы сомнфи!е; вообще, нельзя 
быдло бы сказаль, будетъ ли рядь сходящимся или расходящимея. 

$ М. Накъ прилагается предыдущая теорема, — Тахъ же, какь и 


въ-$ 9-мь, доказывается, что если Иа, стремится къ нфкоторому 
предфлу 1, меньшему 1, то рядъ-сходащщея; если же } больше 
вданацы, то ряд расходящйея; наконацъ, если 1==1, то является 


— 9 


неопредЪяениость, Однако, если }/п, съ нёкоторахо мфота постояяно 
больше своего предфла 1, то рядъ-—расходящиея. 

$ 16. Предёль допусваемой ошибни — Въ тамъ случа, кода рядь— 
сходящея, предыдущее доказательство даеть возможность опре- 
дфлить предёль ощибки в, когда мы останавливлемся на член и; —1. 
Очевидно, мы полутимъ такое неравенство: 


гд® К есть высций предЪль для Узы. 

Замбчане.— Предёлы, отъ которыхъ по тёоремамъ Ги П завя- 
Фитъ сходимость, пепремфнно раввы между собот. Въ самом лВяв, 
пусть данъ рядъ: 


до-еи, На... ы- 


и пусть 


5 
Пе = 
ты 


зо На Е... Р-Н... 


предёлъ отношеяйя какого-нибудь члена къ предыдущему выразится 
черезъ Ёх и, слёдовательно, рядь будеть сходящимся или расхо- 
дящемся, смотря по тому, будет ли 2 меньше или больше 1; ко- 
рень же и-ий степени изъ ойщтаго члена ,2” инфеть предфломъ Их 
и, елВдовательно, по теорем Ц рядъ будетъ сходящимся или рас- 
холящимся, смотря по тому, будеть ли 2 меньше или больте #: 


Ь Ни =. 


Въ ряд: 


Оба полученные результата, согласны между собою, если только 2==й. 
$ 16. Теорема №1.-— ель члены ряда: 


т 


дуть, поминая су первало, поотолнно уменыиаясь. то этоть рябь 
будето слодтимея цлиь равходящцимея одновременно сз рядоль: 


ао, ев 8.16, |. 


Въ самомь дёлЬ, предположимъ сначала, что первый рядъ-— 
сходящся. Очевидно, мы можемь написать слфлующия еоотно- 
шея: 


ди, СЭ, 2и, 
ба, ди, -- ди, 2, Ни. 
Ты ин - що... Явы 


Складывая по-членно эти неравенства, получаемь: 
о-ва 1 ба... Зои... 


слфдовательно, сумма нфкотораго числа членовь второго ряда 
меньше удвоенной суммы членовъ перваго, оканчавающейся чле- 
вомь съ тВыь же указателем. А такъ кашъ, но предположенно, 
этогъ посдфдн! рядъ-—сходящЙся, то второй радь и подавно схо- 
дащйеся, Итакт, изъ сходемости перваго вытекаеть сходимость 
второго. у 

Предположимь теперь, что первый рядъ—расходянщйся. Груп- 
пируя члены иначе, мы можемь написать слфдующИя соотношения: 


40 — Чо, 
2, > ии, 
ди речь 
Зы... м 


Складывая по-ленно, долучаемъ: 


он аи... р Р-Н и, -Нин-Г... 


Такимъ образомъ сумма нкоторато часла членовь второго ряда 
больше суммы членовъ перваго, оканчивающейся членомъ съ 
удвоеннымь укавателемъ. А такъ какъ, по предположенио, этотъ 
послёдыйЙ рядъ неопредВленно возрастаеть, то второй рядъ--рав- 
ходяпуйся. Итакъ, ивъ расходимости перваго вытекает расходи- 
мость второго. 

Это и требовалось докавать. 


$ 17. Приломеня.-—-За первый рядъ примем слфдуюний: 


инея ©) 


— 11 — 
тогда за второй придется принять рядъ: 


нае... 


Этоть послЪднй рядъ всть геометрическая прогресёял со знамена- 
телем 2-1, слАдовательно, онъ-сходянуоя, если а больше 1 и 
расходящЁйся, вели © равно или меньше единицы, Итакъ, первый 
рядъ—схолянийея, если о > 1, и расходящЁся, вели я == 1. 

Эти результаты былы уже нами получевы для ряда (1), 1% 
4=1, и для ряда (3), гдЪ в==8, 

Примемъ за пврвый рядъ сябдуюний: 


1 1 а 1 
ТЕ зору + а Г лова Р-Р К (7) 
второй тогда будетъ: 
1 ) 1 
1: бон К бой авизя ^_^ НазуТ 


эли, замфчал, что (1082”) *-=2° 08 2)°, 


1 1 
аня + ие... }. 


Рядь же въ скобкахь не что иное, какъ рядь (8), поэтому, онъ— 
сходящйся при «> 1 и расходящЁся пря в равномъ или мень- 
мень 1. СлЪдовахельно, то же завлючетие относится и къ ряду (7). 

$ 18. Замбчане. —Нть необходимости при пряложен1и творемы Ш 
начинать второй рядъь первымъ членомъ перваго ряда; дйетви- 
тельно, сходимость ряда запивить только оть членонь, идущихе 
въ безконечность. Таюъ, напр., оставляя въ оторон® первых $ чле- 
новъ, разсмотримь два ряда: 


лианы Рана Ра ЗН ..., 
че За Чиа Зи... : 


они будуть одновременно сходящимися и расходящимися. 

$ 19. Теорема 1\.— Рядь ль пололентельныии, членилил-етоданейся, 
вали поминая въ иътотораю апызна, оубнлиее домривма у. ко мо 
зарнему в постоянно больше нькорорнио опредилениии числе В, бблот 
зиеео сдинины. Раду пристодянийся, пели это отиниейе постоянно 


меньше единицы. 


— 12 — 


1. Если отношене 107 р къ 1092 постоянно больше #, то отеюда 
зытекаетъь: 
108 = > Моби, или 108 => Лой; 
и, слёдовательно, 


1 
— > А, ИИ 4 < 
ко 


“Такимъ образомъ члены предложеннаго ряда, начиная съ у, меявите 
воотАвтственяыхъ членовъ ряда: 


1 1 . 
РК +: 
Этоть же послёдн—сходяиийся, такъ какъ в > 1 {8 17), Отоюда 
заключаемъ, что предложенный ряль есть также сходящ!Йся. 

2. Нели, наоборотъ, указанное отношен!е, начинал съ и», по- 
слоявно меньше единицы, то 


: 1 
108 1. «10, или ро <, пли „>. 
БИ ч ® 


“Таким образомъ члены предложеннаго ряда, начиная съ а», больше 
воотв®тетвевныхъ членовъ ряда: 


1 1 1 
а... 
в пЯи Ра + 
этотъ же посади расходящИен (865). Поэтому и предложенпый 
рядъ также расходящися, 
$ 20. Кажъ прилагается предыдущая теорема, — Обыквсвенио отно- 
пене 05 Е къ 105 стремится къ нвкоторому предвлу 1; въ та- 
кихъ случаяхь, какъ и въ 8 9-мь, мы докажемь, что рядь—схо- 
дящЙся, если 1} больше единицы, и что онъ-расходящИся, если 
4 меньше единицы; наконець, будеть неопредёленность, когда 
1=1. Однако, если равсмалриваемов отношен!е 6% н%которато 
мость постоянно меньше своего предфла 1, то рядъ-— расходящйся, 
$ 21. Занфчащи. — Тэковы наиболфе элементарныя правила, 
пря помощи которыхь судятъ о сходимости рядовъ съ положи- 
чельными членами, Ель и друмя правила, излагать которыя мы 
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элЪсь не будемъ. Впрочемъ, мы едфлаемъ слёдующихь два замф- 
чавя, чаето ветрёчиощихся въ приложения. 

1. Еслы рядь с позожительными членами стодящайся, то онь 
останется стодящимся ра това, хода лы Улножимь весь © члене 
на одно и то же число, или даже на различный числа, дашь бы 
только они были конечнылие. 

Въ вамомъ дВлЬ, если можно выбрать в на столько большамъ, 


что еумма: 
чи виа Нч» - Е... 


будетъь какъ-угодно мала при всякомъ р и будезь стремиться къ 
нулю при безиредёльномь возрастани + (8 6), 10 то ще будеть 
отвоситьея и къ сумы: 


Раны 


Аи Е Авиьца Анне Но. Е Дороыньст, 
такъ какъ она меньше сумиы: 
Да чан . +. К ии), 


тдВ 4-—наибольшй изъ введенныхь коэффищентову. 
2, Если ряды: 


чо Р-Н. -... 
слодяцейеся, а друюй ряду 
ды ыы... 


этакой, что начиная в. иниоторазо члена порядка $ постоянно 


ФН Ча 
р < мы ' 


это этоть второй ряду также сходлнийся. 
Действительно, воли мы умножинь первый рядъ на ковечное 
число м, то получимь новый рядъ, который по первому зам Вчано- 
Ч 


будеть также осходящимся. А такь какъ, вачаная съ афкотораго 
члена у, члены атого новаго рада, 


ин ие 
ур т-Ни 
"+ р Е ел 


+... 
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больше соотвфтетвенныхъ членовъ второго, 
ионы и 


о этотъ послёднйй и подавно сходянийся. 


ИТ. РЯДЫ ЧАСТИО СЪ ПОЛОЖИТЕНЬНЫМИ, ЧАСТО СЪ ОТРИХАТЕЛЬНЫМИ 
ЧЛЕНАМИ, 


$ 22, Теорема |.— Теслы не всь члены ряда-—-одною знака, то для 
сходимости во достолтоцно, чтобы быль слодящимея друрой рядь, со- 
бтавленный из пиьхь се членов», но озятить 65 однимь и вмьмь же 
знаком (напр. с» --). 

Въ самомь дфлЬ, такь какъ нашь рядь, взятый съ положи- 
тельными членами, —сходянИйся, то п можно придать такое большое 
значен{о $ что начиная съ члена : сумма р схфдующихь будеть 
еколь-угодно мала, и будеть стремиться къ нулю по мфрф вовра- 
станы $ (8 6). Тёыъ болбе вто будетъ относитьея къ алгебраиче- 
ской сумм соотвётотвенныхь р членозъ предложеннаго ряда, но- 
тому что въ первомь рядВ всф эти члены прикладываются, & во 
второмъ одни прикладываются, друме же вычитаются, Итакъ, пред- 
ложенный рядъ-—сходящ/йся (8 6) 

Слёдовательно, и къ этимь новым рядамъ можно приложить 
правила, сходимости, данныя для рядовъ съ положительными ч4е- 
нами, и точно такъ же найти предьль ошибки, когда, останавли- 
ваемся на чявнЪ какого-нибудь порядка. Но можеть случиться и 
такъ, чо рядъ, члены которато—равличныхь зваковъ, будетъ схо- 
дящимся, а рядъ, составленный изъ т®хЪ же членовъ, но ваятыхъ 
съ однимъ и тёмъ же знакомо, будеть расходящимся. Поэтому 
полезно дать правила, спешально приложимыя къ этому случаю; 
мы ограничимся слздуюощимь. 

$ 23. Теорема Н.-Исли члены ряда по-паредвьнно полозвителены и 
отрицелельны м если они безпредъьяюно убывелоть, то зпакой рядь — 
слодлиййся. 

Вь самомъ двлЪ, пусть будеть дниъ рядт: 


| П 
а Ра... ина це —.. 


иъ которомь члены: м, %, и»... идутъ, постоянно уменыпаясь, 
такъ что каждый изъ нихъ меньше своего предыдущато и ин мо- 
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жетъ быть едфяано околь-угодно малымъ при я достаточно боль- 
шомт, 


Назоовмь черезь 5, В, 5: -.., 9»... т раздичныя суммы, 
воторыя мы получимь, оетанавливаясь поелфдовательно на чле- 
БаХЪ: 4, И... №, .,. Предотавимъ эти суммы на чертеж: 


58 8. 


Первая изъ нихъ, 9» пусть будеть изображена отрзкомъ` 05.. 
Вторая, 8, равная +, — в, меныие 55; изобрязимъ вв отрёзкомь 05,. 
Третья, 8,, равная 5, и» больше 5:; но ода меньше 6, потому 
что дла ея составаешя нужно въ б, прибавить отрицательное 
колачество: — и, |; изобразимъ ее, позтому, отрёзкомъ 05.. 
Четвертая сумма, 9, равная 5,—и,, меньше 5,; но она больше 5, 
потому что для ея соетавлешя нужно къ &, придать положительное 
количество: ч1,-— и; Изобравимъ ее, поэтому, отрЁвкомъ ОБ, И такъ 
далве. Отоюда видно, что суммы: 5, 5. б,,,.. образують возра- 
таюнИЙ рядь, & суммы: 8, 9, бу, ,.. образуютъ убывалопий рядъ. 
Кром того, чаены перваго ряда не увеличаваются безпредфльно, 
такъ канъ вов они меньше каждаго изъ членовъ второго ряда; это 
вытекаеть изъ самаго занопа ихъ воставлешя. Отсюда очевидно, 
что вти члены имфють предфяъ, раввый ваименьтему изъ чисель, 
которых ози не могуть превзойти. "Точно такъ же члены убы» 
вазощаго ряда, 5, 9. бь...: Имють предёдь, потому что оня 
больше каждаго из, членозъ возраетающаго ряда; и этоть предфлъ 
превосходить всф 16 числа, больше которыхь постоянно осталотея 
члены этого второго ряда. Наконець, эти два предвла равны между 
собою; дЬйствительно, бен — ба Е и, елбдовательно, разность 
между двумя соотовтотвениыыи членами обоихь рядовъ съ четными 
и лечетвыми указателями можеть быть едълана сколь-уродно малою. 
Слвдовательно, ва прямой ОХ, между концами отрзковъ, изобра- 
ЖАЮЩИХЪ 9..3 И бю, будеть бвзпредфльно уменьшанонщееся раз- 
стояне прн безиредёльнокв возрастави и, такъ Что эти ковцы 
поогравиченно приближаюзся къ точк® 5, которая и будеть ихь 
общимъ предфломъ. Отрфзокь Об представить сумму разсматри- 
внемако ряда. ` 

$ 24. Предфль допускаеной ошибни.-—Озшшибна, кода ме осзнанаваи- 
виемол па члене шли, меньше сльдующало члена и одного съ нимь знака. 
Въ самомь дфл%, сумма Я разсматриваемато ряда очевидно содер- 
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жатся между бу и 5, СлЪдовательно, долускаемая опгибка, когда 
ны 5; пранямаемь за приближенное значен{е 5, мевыне разяости 
между 5: й 5, равной и, Итакъ, приближенныя значен{я, ко- 
торыя мы получаемъ при постепеяномьъ увеличени числа членовъ, 
10-перемфнно то больше, та меньше пстиннаго значешя, но ошибка, 
по абсолютной велицинф, меньше перваго изъ отбрасываемыхь 
члеповъ. 
$ 25. Принфръ.—Днаъ рядь: 


® 


Отношенте общаго члена къ предыдущему, по абезнотной вели- 


чинЪ, есть т 2; предфлъ этого отношеня равен 2. Ноэтому, 
радъ—сходящся (89 9 и 22), если абоолютнан величяна х меньше 
вдивицы, и расходянийся, если х больше 1. Кром того, какъ мы 
увидимъ дальше, члены въ этом случа не уменьшаются безпре- 
дёльно. Если х=1, то рядъ — сходящся (8 22); дЕйствительно, 
ояъ тогда преобразовывается въ слФдуюний: 


Е ИИ 


в 8 


и члены его, будучи по-перехвано положительнымя и отрицатель- 

ными, безпредфльно убывеоть. Напротивъ, полыая == —1, мы 

получишь гармоническй и, слёдовательно, расходящийен рядъ. 
Наконець, весла разоматриваемый рядъ — сходящийся, то ошибка 


"— 


=, Корда мы останавливаемся па члеы% ‚ меньше, по абсолют- 


в— 


ной зезачанз, 7" одного знака еъ этимъ членомъ. 

$ 26. Замфчане. — Если рядъ, члвны котораго застио положи- 
хельны, частно отрацательны, — сходнийЙея везависимо отъ зна- 
ковъ его члевовъ, то его’ можно разематривать, какъ развоеть 
между двумя сходящинися рядами, изъ которых одинъ образовань 
положительными членами, & другой—отрицалельными, Въ саыомъ 
ДЁлЪ, обовначая черевъ 5, сумму » первыхь членовъ равоматри- 
ваемаго ряда и черезъь 5'» и БИ, суммы положительвыхъ и отрн- 
цательныхь членовъ, содержащихся среди этихъ п членовъ, можемл, 


напясать: 
бы бы — БИни, 
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По ыфрБ же повраставЯ », и выуфстЁ съ нимь д’ и п”, эти три 
сходящЁяся суммы одновременно стремятся к® гвоймь предфламт: 
5, 5, 5". 

Но нужно остерегаться распростравять это замфчан® на ряды, 
расходящеся въ томъ случа, когда веф ихъ члепы дЪлаются по- 
ложительными. Это привело бы насъ къ большимъ ошибкамъ. Воть 
одинъ замфчательный примфръ. 

Гармонвчесый рядъ (1) — расходящйея, а рядь: 


1 
—ы-...: (9) 


составленный изъ ТВХЪ же членовъ, во взятыхь по-перемВнно то 
овъш[, то съ —, сходяшийся (8 23), потоку что члены его вдуть, 
о 6} дЬльно уменьшаясь. Двлфе мы увидииъ, что сумыа этого ряда 


Е г”, 


ть неперовъ логариемь 2 (3 157). 


И 

Рут т чтУти 
казалось бы, что напасяно то же самов, такъ какъ 00а ряда, (9) и 
(20), пыЪють одни и тВ же положительные члены; 1, $. ы т ... 


от 
5’ 4’ 6’ 8 
сумны — равличны. Въ самомъ дьлё, не изифная порядка члевовъ 
въ ряд (9), соберемь ихь въ группы, по четыре лева въ каждой; 
тогда я-ая группа будеть; 


.. Однако, ихъ 


и одай и ТБ же отрицательные 


+ 


1 д. 
4#— Ат › 


413+ 


(@) 


сумну же з этого ряда мы получимъ, состазлая сумиу зяачевй, 
принимавмыхъ этою группою, когда станем» придавать з всевов- 
можвыя цзлыя значеня. Также собяраемъ иъ группы члены ряда 
(10), ко три члена въ каждой; »-ая группа будетъ: 


1 1 т. 

бы @ 

сумму же 5 этого ряда мы получимт, составляя сумыу значенйй, 
принимаемыхъ этою группою, когда станемъ придавать в всевов- 


м. п, пиголизояь, лникикл. 2 
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можныя дёлыя значеня, А такъ нажъ избытокъ труппы (8) надъ 
труппою (=), очевидно, равенъ 


| 


Е + 1 — ) 
(5 ие Г а] 8-1. 
Придавая теперь вЪ этомъ тождествв чясну я повяфдоватольно 
значения: 1, 2, 3,...,% и складывая по-членио получаемые ро- 


зультаты, напитнемъ равенство: 


«празедпивое при веякомь ж. Предположимь, наконець, что  воз- 
раставть безпредёльно; тогда первая сумма будеть имзть предё- 
ломЪ 5, а вторая з. Что же касается посилыей суммы, то она 


такзке будеть имЪть предфломь 5, нотому чо (5 — 5) есть 
т-ая грушна ряда (9), если собирать тамъ въ группы по два члена. 


Итакь, 


‚ 1 
#=з-- 2 8 
откуда 


Такимъ образомь сумма ряда, (10) весть 5- суммы ряда (9). Слё- 


довательно, нельзя измнять порядокъ членовь въ рядё, если по- 
слёдЕйй не веть схолящйея незавиеимо оть знаковь его членовъ. 

Да и въ самом дЬлф, ионятно, 920 въ случа ряда (9), какъ 
сумма положительныхь ого члековь, ташь и сумм» отрица- 
тельныхь, — безконечна, такь что сумма такого ряда чвлмезоя 
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равностью двухъ безковачностей, т.-е, количествомь совершено не- 


опредфленнмюъ, истинное эначене котораго должно завис®ть отъ 
закона, по которому идутъ члены въ обонхъ рядахъ одвовремеино. 


Т\, Обь ОДНОМЬ ЗАМБЧАТНЛЬПОМЪ ВЯ; 


дв. 


$ 27. Опредфлеые с. 
один особенно зам ча: 


'Изъ рядовь, употребляемых, въ анализЪ, 
ент, вменно рядъ: 


Мы видфни (8 11), что этеь рядъ — сходящея и т, если 


остановиться, при суммировая членовь, на член т то 


[53 з- 
происшедшая при этомъ ошибка будеть менфе (2. ев 
Сумму эхого ряда обизначають черезь в. 

Сумма с содержатся между 2 и 8. Въ самомъ дёлф, очевядно, 
это она больше 2, для доказательства ле, что‘ она меньше 8, до- 
статочно показать, чо 


1 
33, 


нерзвенство это — очевидно, если замВтить, пзо члены первой его 
чаеви меньше членовь одинаковаго ст вими порядка убывалощей 
прогреве: 


сумма которой равна - 


$ 28, Разонатриваеный ридъ — несвизиримъ. — Въ саможь дЗлЪ, 
предположимь, если это--позможво, что 


аи 


др ри (- иблыя. Умпощимь об части этого разенетна на про- 
ры 
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ивзедене 1.2.8... 4; тогда первая чаеть и (а-- 1) первыхъ чле- 
новъ второй части стануть целыми числами; обозначая сумму этихь 
послвднихь черезъ М, мы можемъ написать: 


1.2.8... (4-Юр= 
1 1 1 
ЕЯ атватэ  анхеен 


Зднеь сумма членовъ, елвдующихь за №, меньше суммы членовъ 
убывающей протресеи: 


1 1 1 
ан Кан» Веня +. 


Т.е. меньше т слфдовательно, она представляет несомызнную 


дробь. Такимъ образомъ, пЪлов число является равнымь сумм 
плато числа и дроби, а это— невозможно. Отсюда заключавит, что 


рядъ е ве можеть быть равенъ дроби т, т.-в. овъ— несонзифримъ, 


$ 29. Вычислене г съ 20 цифрами послБ запятой. — Вычислить е 
вь видв Деснтичной дроби можно только съ приближенемъ ($ 28), 
Первую ошибку вводять, останавливаяеь, при суммирова ряда, 
на членф яфкотораго порядка и отбрасывая веВ слфлующе за 
вимъЪ. Вторую опибку вводять, обращая въ десягичныя дроби с0- 
храненные члены, дфйствительно, ни одинъ изъ нихъ, если не 
считать трехъ первыхъ, де обращается точно въ десятичную дробь. 
А таюъ какъ 


то первая отибка, если мы останавлизаемся на 22-мъ член, 


1 20 
меньше ($ 27) эт отЪ ди, т.е. меньше Поэтому, если вычис- 


то" * 
льть каждый изъ 19 членовт, слфдующихь ва первыми тремя, съ 
22 цафрами послф занятой, то вторая ошибка будеть менше 19 
единиць 22-го разряда посл запятой и, сльдовательно, мевыше 
2. Итакъ, рея ошибка будеть меньше =, 

что она и поданное меньше единицы 20-го разряда поснв вапятой. 
Приводимъ значея этихь 22 членовъь съ 22 цифрами посл 


запятой: 


а отсюда вытекаеть, 
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9, 
0,5 

016666 66668 66666 606866 66 
0.04166 60686 66666 66666 66 
0,00883 33888 38858 33338 38 
0,00138 88888 88888 88888 88 
0,00019 8416 99412 69841 26 
0.00002 48015 87301 58730 15 
6.06000 27557 31922 30858 90 
0,00000 02755 73192 23995 89 
0,00000 00250 52108 38544 17 
0,00000 00020 87675 69878 68 
000000 00001 60590 43886 82 
0.00000 00000 11470 14559 77 
0,00000 00000 00764 171687 31 
0,00000 00000 00047 179477 38 
0,00000 00000 00002 31145 12 
000000 00000 00000 15619 20 
0,00000 00000 00000 00822 06 
0,00000 00000 00000 00041 10 
000000 00000 00000 00001 85 


2,71828 18284 59045 28535 84 


Итакъ, 
2,71328 18284 59045 23586... 


КОНСИВЕТУ, 


$1, Что попимомотт подь дололнешень к\ эзоментарной А лгобрр.--8 2, Что 
называется рядом; оби члень ряда.—8 3. Что называется сходящимоя пя 
расходнщимел рядом, сумма сходшиагося ряда.—8 4. Геометрическая иро- 
гресойн есть сходиниЙся радт, евли ел зпаменатель мевьыше одиииды, п расхо- 
дяшийся въ протипномь случай,—8 5. Чтобы рядь быль сходящимея. иеобхо- 
Дино, чтобы его члецы убывали безиредфяьно; но этого условя педостаточзо.— 
$ 6. Общее услове сходныости пядовт.— $ 7. Обычный пруемт, р/иценя вопроса, 
будеть ли давлый рядь еходящИея.—8 3. Радъ съ положительныгм членами 
сходащИйся, если, начиная съ иззфетнаго мёста, отнотеще веянато члена 
ряда къ предыдущему меньше ыфкоторото опредфлевнаго чиела, мепьшаго 
единицы.—$ 9. Кан прилагается предыдущая теорема, если это отношене 
иметь предёдт,—8 10, Предёль довускаомой ошибин, когда остолезлизаются 
па изкоторомъ члепф.--8 И, Прихожвийя.—8 12. Случай, кода рядт, раеполо- 
жепь ио стопапямь перемфпной,—8 13. Радь ет ноложитодьлыми члснамл-— 
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схода ся, если Уи, паяипая съ ивкотораго мфота, бухеть меньше опре- 
дёленнато числа №, непыпаго единицы,—8 14. Какь прилегаетсл предыдущая 
теорема.—8 15. Предьлъ допусвавмой омтибки.- $ 16, Еели члены иркотораго ряда 
чи, -... идутъ, постоянно унентиаясг, то этоть рядь будетъ сходл- 
щнися пли расходлщимея одновременто съ пяхомт: м, -Ё 2, Е Фи. - 8, |. 
$ 17. Прихожоши.—8 18. Зам чан1е.—$ 19. Рядъ--сходящся, если, налпиал еъ 


иВкотораго мфста, отношене 108 2 къ юзй постояппо больше нфкотораго опрс- 


дфленпато числа 2, больлаго 1,—8 20. Каюъ прилагастел предыдущая теорема. — 
$ 21. Занфчиалия.—8 22, Пели не вс члоны ряда--похолентольны, то онл, будоть. 
сходлщимся, если будеть сходлицтиен рядъ, составленный наф тёхъ же чле- 
новЪ, но валтыхь съ однимь и тёмь же анакомь.—8 23, Рядь, члевы котораго 
‘по-перемфнво нозожительны и отривательны, — сходявийел, если его члепы 
безпредвавно убиваюту.—& 24. Предват допускаемой ощибкн.—8 26. Призо- 
веше-—$ 26. Не всегда можно разематривать ряду, кают разлость между 
сунною положательыхь сго чясповт, и сумзюю отрицалельныхт, Замфчатель- 
вый причёрь.—$ 27. Опредьлен!е рнла е,—8 28. в нееопаи®римо.—$ 29. Ви- 
числение в съ 20 цифрами 10615 запятой. 


УПРА ЖНЕКГЯ. 


Т, Польвульв теореною 1 ($ 18), показать, что ряды 


1 


1 4 
В 


сходящИся, 


1. Если рады в На, +. --,.. Ни, 4... оходлиуЙси, го раде 


ль -- Вии... + Ель + 


тъ котором Е» Е»... В,...- убываюпил положительныя числа, также 
сходящся, каковы бы пя были знаки его члеповт, 
ПИ, Показать, что радь: 


сходнийЙея и 970 его предат, есть 1. 
ТУ. Показать, что рядф: 


1 1 т 1 . 
Бава т Ра 


сходящйся и что ето иредфль веть -. 


У, Инфемф тождество; 


® _ 1 1 _ „1. ит Е . 
21 атом Затем З аси: $ + ак 5 вв +. 


вывести отеюда, что 


ао + пе -- ов в +... 


4 
УТ. Показать, что рады 


1 


1 . 
РвЗоовтовау № ЭТовзонток8)Е 


т 
Рябова + 


еходящен при @>>1 н раеходятийея при в=1. 
Примлалается теорема Ш (8 6). 
УП. Поназаль, что два, рлда: 


мо Ро. Ро 
би - виа - Фа Е... Е аа? 


одновременно сходишуеся или расходяниеся. (Это правило дано СамеНу), 
Эта теорема ость обобщеще теоремы ЦТ (8 16) н доказывается полоб- 
вымь же образом, 


УТШ. Попазаль, что ряжти 


ыы... 


й ; т 
схохапиЙея, еели, палиная съ афЕоторало мфота, отпошене 108 зат КЗ 9019- 


Тному 1о0ай стремится къ предёну, большему 1, и расходлися, если это оуио- 
иев!е стремииол кф предфлу, мезьшему 1. 

ТХ. Бели вь радф отпошеше веякого члена в5 предыдущему чредста- 
вллетея въ вии 


Зы 
ча 


тд} р—цйлос и положительное чнело, & .4, В, 0... & 6 6-.. суть дацныя 
поотаншитыя чибла, то Г) члены раслуть безпредьльно, если А —@.>0, и ио- 
опредвленио убывалоть, если А—в<. 0. 

Предхожентый рищь сроввивается съ другихь, общ чденъ когораго 


и 
и тяф № — положительное надлежащим образом лыбралитое число, 


2) ели 4--@—0, члсны возраечмоту, пе переходя ифиотораго пред?аа, 
при 8—5>> 0, они умоньшалотся, ие достигая пуля, при 8—6 <. 0. Въ этомъ 
сяуче: сходимость-нововножиа, 

Предложеяный рядъ сралииваетея ет другим, общй члепь котораго 
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А 
:) „ тдз й— положительное вадлевеилииь образомь пыбранное 


члены этого постёдняго рида болыие членовъ перваго п иду, умелк- 
шаясь, при В —6>0. 

3) ели А-а <, во М-ва -- 1550, рядъ- расходящИЙся. 

Предложенный ридъ сразниваетол ст ресходящимея рядомъ, общЁЙ чшент, 
котораго 2. =, (9-й), гдё 2-выбрапное надлежаиинь обравомъ чве10. 

4) Рахьоходяныйен, если А—а +1>>0, 


Ча т 
Въ этоиъ случай доказываетоя, что т —_ 


тд № — положи- 


тельпое и ивдлежедлимь оброзомъ выбранное число, л что, ся}ловательно, 
эан-на - ма-а -- Ча 4- ... меньше 


1. @ № иа-Ое-Пе-ЛЬ +... 


я ибо ^^ 


Довазываетея, законець, что (р -- 2) лерзыхь членовь ряда, закточениело въ 
скобки, пиють въ сумиЪ 


ел -уе-ю.. аб 


и(и--1}..®-Рр) > 


. #—1 
что этот. радь — оходяцЙся ни имфеть въ предфль --. 7”, Котор воврастаеть 


безпредфльво, 
Отсюда вытекаеть, что для сходимоети ряде, когда отвошоню 


жетт быть представлено кодъ видонъ ращюнальной дроби (&), необходимо и 
достаттонио, чтобы (А— а-- 1) было больше нуля; сомнительных сдучасвь 
л»ть. 910 правпло даво Гауссомт. 


ин 
нА мо- 


ГЛАВА ВТОРАЯ. 


Соеднненя н формула бинона, 


Т. Совдинвния. 


$ 30, Опредфленя. — Оседименяли изъ ж разлачныхь предметовъ 
по и называются равличныя группы, каыя можно составить, беря 
длЯ каждой изъ нихъ я изъ этихь прекметовь; полезно найти ихъ 
число. 

Вопроеь можеть быть разематриваемь съ двухь точекь врёшя, 
емотря по тому, принимаются ли за различныя, или нфтъ, группы, 
составленныя изъ однихь и тВхъ же предметовь и различалощяся 
между собою только м®етомъ расположен я этихь посяВднихъ. 
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Въ первомъ случа создиненя называются разжцеями (их- 
зоустеи{8), & во второмъ—соченаниями (ртодийв @ерртен8). 

8 31. Число разибщенй. — Найдемь сивчала число различныхь 
равмфщенйй изъ зи предмезовь по я. Обозвачимь зто число черевзъ 
А», а число разывщев!й изъ тБхЪ до предыетовт, по (и—1) черезъ 
А„-1. Вслибы были составлены вов разы®щевя по (и--1), то, пря- 
писырая въ послвдодательномь порядиё къ каждому изъ вахь 
остальные [» —(в— 1) ] предметовъ, мы составили бы во® разм&- 
щешя по з; число ихъ было бы 


А-а — (8—1), или А, (п —#-1), 


потому что каждое размфщене по (и—1) даеть по этому способу 
ри—(@-—1)] разивщенай по ю. Можно утверждать, что А„ [м (и—1)] 
зыражаеть точно число возхь размёщеяЙ по я; дяя этого вужно 
показать, 910 такимъ путемъ будуть составлены вс разыёщеня 
пом я 110 среди составленныхь каждое такое разибщене вотрф- 
тится только одинъ разъ: 

1. Что составлены вс® разыфщенЁя по л, эго сяфдуеть изъ того, 
что каждое такое разм щенте, состоящее изъ х предметовь, мы мо- 
жемь получать, присоединяя послВдяш изъ нихь къ одному изъ 
равыфщевй по (и—1). 

2. Одно и то же равыБщен!е можеть войти только одинъ равъ, 
Въ самомь дВд, какъ различны между собою вс разивщеня по 
(и--Т),; такъ различны между - собою и тВ (м —я--1) предметовь, 
которые мы ставиыъ въ конц каждаго изъ упомянутыхь разм$- 
щен; а отсюда вытекаеть, что и новыя грушиы будутъ разли- 
чалься или по групп (и—1) первыхь предметовъ, если онф про- 
увошли оть двухь различныхь разиыфщенй по (и— 1), или же 
послёднииь предметомъ, если ояф произошли 015 одного и того же 
разыбщеня по (и—\). 

'Итакъ, ны можемь написать: 


Чи = --в- РО, 


Это соотнощен!е выведено для какого-угодио аначен!я ; поэтому, 
обовначая черезъ Д„-2, Аз-ь,..., «4, бООТВЬТОтвенно числа разм 
щенй по (и— 2), шо *—83),... „ро 1, мы сославимъ рядь ©хв- 
дующихь равенствъ: 


Ав = (т -—я-- 2). А,-. 
Ана (т -— в Зы. 


А, =(щ-—1А,. 
Перемножая ихь по-членио, сокращая об части заовь получевнато 


равенства ва множителей: 4»- Ди-ь..., А, И ЗамЬчая, что 
число 4, разыёщенй по 1 равно и, мы можемъ написать: 


Ат (и 1)в 9)... (и--в-+)в-—фп- 1), {1) 


Тежимъ образомъ, число разаьщенй ил т различныять предиметовь 
по равно произведение п ззлыхь мномвителей, посльдовезнельналь 
и уменыцеютихая, мачиная съ т, 
$ 32, Число перестановонъ. — Предыдущая формула при = 
двегь чиело разывщен! изъ и буквъ по пь Тая размвщеня, 
въ каждое изъ которыхь входять вов буквы, назывелотся лерб- 
опеновками (реглифаНотз). Обозвачая число ихъ через №», мы мо- 
жемъ написать: 
Рь=1. 2.8... т, (2) 


такъ каКЪ при 2-я множитель (и — #-- 1) обращается въ едя- 
наду. 

Гакимъ образомъ, число перветановокь изъ т различныхе предме- 
эповь равно пфоизведенио тт первьь зрилижь чивель. 

3 33. Число сочетанй, — Сочетавями (ртобийу Яго или 
сотффиизонз) изъ т предметовь по и называлотвя вс групом, 
БОЯ МОЖНО СОСТаВИТЬ ИЗ ЭТИХЪ и предметовъ, принимая за тож- 
дественныя тб изъ нихъ, которыя различалотся между собою только 
порядкомь предметов. 

Назовемъ черезъ С, ЧИСЛО эшижь сочетаний. Допустим, что вов 
они у насъ состаолены; дфлаемь оъ каждомь изъ нихъ веавов- 
МОЖНЫЯ херсотановки между » входящими туда предметами; полу- 
Затея размищеня изъ зи дакныхь предмотовъ 00 и, Можно утвер- 
ждать, что такимъ путемт будуть составлены всф размщешя н 
каждое вотртится только один разъ: 

3. Разыфщенйя будуть составлены яе%; дБйотвительно, продметь, 
обравующе какоз-нибудь изъ разыфщеей, независимо отъ порядка 
самихъ предметовъ, образуютъ въ то же время и одно ивЪ сочв- 
тан!В, в если СДЪЛАТЬ воебозможеныя перестановки предметовь пъ 
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этомъ сочетания, то среди составленныхь такимт, образомь группь 
ветрЁтится и разоматриваемов разыБщенто, 

2. Каждое разивщен!е войдеть только одинф разъ; дёйстви- 
тельно, равуфщен!я, происходяшия отъ одного и того же сочетан!я, 
различаются порядкомъ предшетовъ; тЬ же, которыя происходять 
отъ двухь различныхь сочетан!й, состоять нё изъ одннхъ и тЬхь же 
прехметовт,. 

'Итакъ, можно получить всф разыфщеныя, дзлая всевозможныя 
переставовки въ каждомъ изъ сочетавй, А такъ кадъ каждое со- 
четан!е дастъ въ этомъ случа%ф 1.2.8... различныхь разм щей, 
то рез чиело размфщенй А» будехь равно числу сочетан!й С» 
умноженному на 1.2.3... м, т.-е. 


Ант О». 1, 2.3... п, 


откуда, при зам 4, его эначен!емь (1), получаемъ: 


ив) — 2) 
= 1.9.в. 


ила у. в) 


СЗ 


. Такимъ образомт, число сочезнийй изь р предметовь по % равно 
частному оть дълешя произвойещя п цлызь число, поолтдованнель 
нышь и уменышенощится, начиная въ т, на произведене п первыта пь“ 
дыхь чисель. 

$ 34. Замёчане Г.-—Предыдущая формула можеть быть предста- 
влена въ другомъ вид, болбе удобномъ въ ивкогорыхъ случаяхь. 
Въ самомь ЛФЛЬ, умножая числителя и знаменателя предыдущей 
дроби, выражелощей значеве С», на 1.2.3... (»— я), получаемъ: 


; 4 


ни} 


здЪоБ, въ числитель стоять произведене цвлыхъ чивель отЪ 1 до зи, 
а въ знаменателе — произведен! цёлыхь чисел, оть 1 До (в -— 4) 
и произведен!е цЪлыхъ чивель отъ 1 до я. 

Замфчане |. —Формула (4), очевидно, не измфнится, если въ ней 
на мЪ%сто и подставять (2—п); при такой подстановеВ вса изм%не- 
н1е ограничится переходом одного въ другой множителей знаме- 
нателя; 1.2...м и 1.2... (т). 

Ольдовательно, число сочелан  иза за аредметовь воз равно чиелу 
вочетеийй изь т предметовь по (ть— т). 
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Равенство этихъ двухъ чиселъ очевядно И 4 124034. Въ самомъ 
ДЬлЬ, если изъ ›з предметовъ выдвлить груплу въ я предметовъ, 
то аотанется труппа въ (в— зн) предметовъ; такимъ образом 
каждой группф или, что то же самое, сочегавпо по я предметовъ 
воотвфтотвуеть сочетане ио (м— =), а это значить, что числа тЕхЪ 
и другихъ сочетаеЙ одинаковы. 

$ ЗБ. Заифчане И, — Число сонетанай изь т пуедметовь по т равно 
суллиь чисоль сонетанёй изь (т— 1) предметовь о в в изъ (т-— 1} 
предметовь но (и— 1). Въ самомь ДЪФЯЪ, можно сочетае изЪ т 
предметовъ по я раздёлить на двф груплы: въ одву изъ вахь 
войдуть сочетезия, ве содержация какого-нибудь одного предмета, 
а въ другую-—остальныя. Мервыя предотавяхь, очезидно, вс е0- 
четан!я изъ (л:--Г) предметовъ по к вторыя же, если въ нихь опус- 
тить вышеупомянутый предметъ, нвятся сочетаями изъ (2-1) 
по (и— 1). 

Впрочемъ, эта теорема доказывается непосредетвенно при по- 
мощи формулы (3). 

$ 36. Замчане №.—Часло О, непремфнно ц№лов; слёдовательно, 
форыула {3) доказываеть, что произведено п ьлыль послльдовелнель- 
ныдо чисел» дъяинея безь остатка на произведен и первыть цьлить 
чиисель, 


ПП. Формула виномА Ныотона, 


$ 37. Произведена 2 биномовъ, различающихся вторымъ членомъ.-— 
Мы видфли (Г, 8 42), что ироизведен!е какого-нибудь числа много- 
членовъ асть сумыи воевозможныхь провзведевй такихъ, въ каждое 
изъ которыхъ яходатъ, ‘какь множители, по одному члену изъ 
каждаго многочлеля, 

Прилатаемт, это правило въ составленио произведеня ле бино- 
мовъ въ однимт” и ТЬЫЪ же первымь члевомъ: 


«а е--е--..  &«-Н В. 


Если расположить это произведеве по убывающимь степеняиъ 
а, то первымь членомъ, очевидно, будеть х", происходящий оть 
перемножен/я „ первыхь членоръ баноновъ. 

Членъ, содержащий 2”-`, предетавить сумму произведен, въ ° 
‚КаЖДОВ ивъ которыхъ войдутъ, какъ множители, первые члены 
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(»—1) бияомовь и послёднйй членъ оставшагося бинома; слёдова- 
тельно, коэффищентомъ при 2-1 будетъ сумма вторыхъ членовъ 
наппихь биномовъ. 

Членъ, содержащЕй 2”-?, представить сумму произведенйй, въ 
каждое ивъ которыхь войдутъ, какъ множичели, первые члены 
(п— 8) биномовъ п послёдне члены двухъ остальных биномов 
елБдовательно, коэффищентомь при 5”? будеть сумма произве- 
ден!й по два вторыхъ членовъ налихь биномовъ, 

Точно талже коэффищентомь при "1 будеть сумма произ- 
веденй по три вторыхь чяеновъ и, вообще, коэффитентомъь при 
х"-® будель сумма проязведевй тЪхъ же членовъ но ч. 

Этоть ревультать пишетел часто въ слФдующемь вид%: 


(«ое --е--о... в--Ве-у= 
к ео Дефе-р .ра” обе р... або .ыЙЯ, (1) 


ТАБ Уа, Ма), Хафе,... обозначеюте: сумму вторыхъ пленовъ, сумму 
ихь произведет й по два, пе три, их. д. 

$ 38, Формула бинома.—Члобы вывести изъ предыдущаго выра- 
жеже для (х-Ра)", достаточно положить и= = 
разложене значительно упроетится. 

Первый членъ 2" останется безъ изыфненя. 

Коэффищенть при 2-1, равный сумы вторыхь членовъ, пре- 
вратитоя въ 2. 

Коэффищенть при 2"-?, равный сумм произведен! вторыхъ 
чяеновъ по два, превратится въ и”, умноженное на чело этихъ 
произведен, т.-е. ($ 33) въ 

ИО я, 


Коэффищенть при 2”, равный суммБ произведевЙ вторыхт, 
членовь по три, превратится въ «*, умноженное ча число этих 


произведешй, т.-е. въ 
ит 


Вообще, коэффищенть при 2”, равный суммв произведет й 
вторыхъ членовь по р, превратится въ а”, умноженное на часло 
этихь проиаведевй, т.-е, въ 
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Слфховательно, 
—1 - 
поем лат Ван. 
ат ииаО а... фай, {2) 


Это и воть формула бнноме Ныютона. 

$ 39. Замфчане +— Мы замЪчавыь, что въ разложени (2-Р а)” 
покаватель пря д уменьшается постепенно на единицу, начиная 
съ т до нуля, а козффищеять при а увеличивается постепенно 
на единяцу, начиная съ © до зи, тажъ что въ_каждомъ улев® сумма 
«боихь показателей постоянна и равна „м. Число зленовъ разло- 
женя есть (ж--1). 

Общимь чаленомь называется („--1)-ый но порядку; обозначая 
его черезь 7», можемь написать: 


лии—Т ии -—2) Е 
Е: (3) 
$ 40. Заифчане 1. — Обознатая черезь 7, предшествующий 
членъ, находимъ: ` 
и [б] 


А такъ вакъ (п 1) ееть пожазатель при х вЪ Ть-ь а в ебть 
число, показывающее, вакое мфото занимаеть этот членъ, то, си8- 
довательно, чинобы перейти ст часна порядка п пъ члену порядка 
{и--1), умножеюнь вю кооффищенть пи показелнеая при въ этомь 
чаень и дталть на число, показывающее во порядокь, заттльлль увели 
иван на единицу показениель при в и уменлиетоть зна одинину 
повазалисль при: 

$ 41, Занбчане 11}. — Коэффишенть при’ оРа”-? веть число соча- 
тавЙ изЪ ж буквъ по р, козффищенть же при а”—Ра? есть число 
сочетан!й изъ 2» буквъ по (ж--р); в такъ дакъ эти числа равны 
{$ 34), то, слбдовательно, о» разаожени (и--а)" коэффициенты чле- 
#06, равно удиленнииь отъ концювь, равны. 


$ 42, Занфчане № — Отлошене коэффищента 7, къ коэффи- 
т 


центу Ту: есть ; в% начал оно больше |, вели только т, 


в } 
по крайней м#рЪ, равно 2; затЪмъ оно уменьшается по иЪрв уле- 


личеня я и въ концф двлается равнымъ го хогда я=иь Пока 
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оно больше 1, козффицщенты возрастаютъ; когда это отнотен1е пре- 
врашаетея пъ } при н$которомъ значен!я х, оба, поел®довательныхъ 
коэффищента--равны; наконець, когда оно стамовитея меньше 1, 
коэффищенты убываютъ. Это же услов!е, т.е, 
1, 
равносильно 
ит 1 ==. 

Слбховатедьно, дока, а меныше половины числи, велаль членовь, равно 
(п- 1), зьге. до середины разаотеня, козбфииенть возристеать; 
они убываютъ во втарой половин® разложен. 

$ 43. Заибчане У. — Такъ каюъ относительно знаковъ чисел: 
д и а не было сдвлано никакого предпохоженя, 10 % можно при- 
дать отрицательное значен(® — $; тогла 


тт —1) 
ПТ. 


ев 


оне. Нс-вл, 


ви (— Бат 


Заывчая же, что четныя степени (—5) равны такимь же степе- 
нямъ 6, а нечетныя стедени этижь количествь также равны, но 
противоположны по знажу, можемъ написать: 


тт на та. 


#5)" 1.5 1:55 


"; (5) 


знакь у послёхняго ‘элена будеть -- при зи четномъ и — при ж 
нечетномъ. . 
$ 44. Замфчаще У1. — Полевая въ формулв (2) 5==1, в==1, п0- 


м тар ии в 9 
о ИН, ть 
т.-8. 419 сумма козффнайениювь разловеенйя равна 3”. 

$ 45. Занфчаще УН.— Полагая зъ формул (8) 
лучаемь; 


| т __ тир) __ тв 0-2) | 
О и пои СИ ЗВ 


тв, что сумли козффищентовь чепииио порядко разна сумлуь 09ф- 
Ффичйонтовь нечетисло. 
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$ 46. Заифчае УН. — Между коэффищевтами различныхь сте- 
пеней бянома существують многочисленныя соотнотеня; мы при+ 
зедемъ наиболёе простое изъ нихъ, часто вотрёчающееся въ при- 
дожени. Пусть 


(ина Алам Аа 2 -,..-Е Анапа", „нам 


представляеть разложен!е зи-ой степени бинома, гдф для сокралщеня 


положено: 
(и—п--1) 
г . 


Унножаемь обБ части этого равенства на (2-Ра); посл выполнен!я 
умножен!я во второй части по обычному правилу получаемъ: 


(раунда А, Ада д - далей... 
ЗЕЕ ды анте, рае, 


Отеюда видно, что ннодый изъ хооффицентовь разлоаюенал (#-а)" 
лолучаетея отё сломоеая позффицйеюна тою же порядка се преды- 
Эузимь в разложении (в-- а)”. Впрочемъ, можно доказать и непо- 
средотвенно, что 


в—я--1) -- з(т—1)., (и #--2) 


ПИТ. Разлотине (а -5и—Т)", 


$ 47. Послёдовательныя степени И-—1. — Чтобы раскрыть 
(«--\/—1)", вужно воспользоваться формулою бинома, которая, 
какъ ревультать умноженя, будеть справедлива и для миимыхь 
выражен по пряяятымъ соглашевыямь (Т, $ 241). Оналала не- 
обходимо состёвить различных степени /—Т, Но нашимъ богла- 
швнямъ 
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и, вообще, 


(ге ут, (угоне ы о 
уе ут у. 


$ 48. Разлощене (в РЗУ— — 1)". — Ва обновани предыдущего 


О 
1—2 а" мт (т 2—8) 
не и 2 ул о об ны. 


Члены, въ которыхъ показатель надь $ четный, выщественные; они 
равны соотвфтетвеннымь членамъ разложеня (4--5)* съ тВмъ только 
равлищеме, что имъ нужно припасываль по-перемвяяо анакъ - и 
злакъ —. Всф члены, куда Ь входить съ нечетнымъ покавателемъ, 
выфють икожителемь У/—1; олфдовательно, если не считать этого 
множителя, они будуть также равны соотвФественнымь членамь 
разложения («-- В)", которымъ ло-перемвнно приписаны знак -- и 
знакъь —. Обыкновенно мнамые члены СОеДИНЯХТЬ ВЪ ОДИН И ПЯ- 


шуты: 
@ну-п 
а 
Ни [вом ибн) а" +... | . (8) 


Сльдовательно, обозначая вещественную часть черезъ №, & хо- 
эффищевть при Ут черезь ©, можомъ написать: 
(вит РвУ-т. 


Итакъ, степени мналино выраженя вуть мниляя выраженя 
тою эве види. 
Не трудно усмотрать, что 


(ИРУ. 


$ 49. Замфчане.— («5 УТ)" можеть быть вещественныхь и 
тогда, когда Ь не нуль. Для этого достаточно, чтобы мнимые члены 
взаимно уничтожались. Наяр., 


(--У. И == 8 


м. м, инрожкови, лярвРА, 8 
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ТУ. Степень многочлнна, 


8 50. Разложеше 1-ой степени трехчлена.— Трехчленъ (а-[-5--с) 
можеть быть равоматриваемь, кактъ биномъ, если первыхъ два члена 
(«—-2) принять аа одияъ. Тогда 


чи 


О 


Ижс 2+1) (ао... Зем. (8) 


1.2..р 


Жели раскрыть различныя степени (а--5), нходяцця во вторую 
часть, то получится сумма членовь вида 2801, при чемъ суина 
докавалетей: «, В, у постоянно равна и. ДЬйствительно, члены, 
происшеди!е изъ члена: 


р 
О орет 


будуть содержать произведенйе с? на степени д и 6, сумма пока- 
зателей которыхь равна (т-р); слёдовехельно, во три позаза- 
теля дадуть въ сумм зи, 

Обратно, вели <, В, т суть три цёлыхь какихь-угодно числа, 
сумма которых равна ль, то въ разложени будеть чденъ, содер- 
жай глфВет. ДЬйствительно, въ формул (9) найдется члелъ 


т(я—1).. бк 


1 


Ее ни" Ти, 


эь развложене же (а--5)®-1 войдеть члень, въ которомь « будетъ 
въ показателемъ а, в слФдовательно, —сь показателемъ В, равномъ 
{и—1—а). 

$ 51. Общи член разложения, — Ищемь коэффиященть члена, с0- 
держащаго а“ФВст; овъ проиеходитъ, какъ мы сказали, изъ 


яни—1) 


— 35 — 


А такъ какъ въ разложени (2-5) 1 коэффищенть при д" бт 
равенъ 


или, по сокращени на общаго множителя 1.9... (»— 1) и замфеВ 
{т—1—я) на В, 


1 


а 
ет Ге; (10) 


319.1“ 
само же разложене будетъ состоять изъ вех членов, подобныхь 
только-что написанному и соотвфтотвующихь веевозможныхь вна- 
ченямъ а, В, 7, дающимъ въ сумив зе. 

$ 52. Замфчане. — Не трудно вывести, посредотвомь точно 
такого же према, что обёй члень разложетя (а--5--е-- а)” 
Фудеть 


“Ф; [6 


<амо же равложан!е будеть состоять изъ вофуъ члеловъ, подобных 
ТОЛЬко-ЧТо БапибАнному и соотв тетвующихь всевовможнымъ вна- 
ченямъ о, В, 1, 8, ДАЮЩИМЪ въ сумы . 

Олфдуеть замфтить, что если составлять по этому общему члену 
вев члены разложевя, безъ исключены, то нужно согласиться при 
«-=0 принимать произведене 1,2.3... а=1, То же заубчане 
относится и къ формуль (19). 


У. Прядвль ( +) КОГДА И ВОВРАСТАЕТЪ ВЕЗПРЕДЬЛЬНО. 


$ 53. Теоремы о предфлахь. —1. Жль меремнное количестио А 
трелиится ко нипоторому предьлу 1, зло пронзавдеше рА этою ко- 
личесива на комечнов число р стрезинея пъ предълу РЁ. 

Дойствительно, чтабы сдёнать разность (рА— 2) мепьше, по 


абсолютной величин, даннаго количества <, достаточно сдЪлать 
3* 
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`разноеть (А— 1) меньшей, что всегда возможно, такъ какъ (4—4) 


стремится къ нулю. 
2. Ель несколько перетьнныхь количество Ар 4, 
эныь в конечномь чисть и, стремятся одновременно къ предъяаль 


‚ Аь в94- 


1, 1...) в, 19 предъяь нал суммы равень сумль ишь предиловь, 
Въ самомъ двль, полагая 
Ь а, А...) Ава, 


получямъ: 
АЕ, аа, НЫ... Неа.) 


Количества: а, а»„..., в» по предположению, стремятся къ нулю; 
слвдовательно, ихъ сумма, булучи всегда меньше, 10 абсолютной 
величин, кзибольшаго изъ низъ, повторевнаго и разь, стремится, 
также къ нулю ($ 53, 1). Поэтому 


РА, +... аеьь... 


Но ели число и перембниыхь колвчествъ увеличивается без- 
предёльно, то доказанизя теорема не всегда справедлива. Раземот- 
римь, напр, сумму количествы „и -.. НУ Если и воз- 
раставть безпредфльно, то каждов изъ этихъ количествь стремится 
кь нулю; сумиз же ихъ выфето того чтобы тоже стремиться къ нулю, 
очевидно, веегда равна в, 

3. Префьль произведеня в перемънныь поличесивь: ААА, 
‚фавень произведению зись пууедьловь. 

Въ самомъ дюлЬ, имфемъ: 


А.А... Ане а)... а). 


Это произведене и двучленныхь множителей (1, $ 42) содержитъ, 
во-первыхъ, произведен предловъ (11...41), затВмь радъ чле- 
НовЪ, ВЪ КАЖДЫЙ изъ которыхъ войдать множителемъ, по крайней 
рф, одво изъ количеств: в, а,,. ©; слБдовалельно, каждый 
изъ этихь членовъ, будучи проивведенемт костояннаго количества, 
на колачество, етремящевея въ нулю, будегь также стремиться къ 
нулю (8 63, 1). А такъ какъ число ихт конечно, хо и сумма ахъ 
въ предфл будеть равна нулю (8 63, 2). Итакъ, 


504,4... Чань... 


‚ Аь 
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И въ этомъ случаВ изъ самато хода разсужденй видно, что 
число перемвяныхь количеств непремённо предполагается ко- 
яечнымъ, 


$ 54. Выражене а + 2} стремится нъ нёноторону предёлу, когда ль. 
‚возраставть безпредъльно. — Выражен!в (: + 5) при 2 двломъ воть 


произведен! зи множителей, равныхь (1 +1} и когда р возрас- 


таезь безиредфльно, каждый изъ этихь множитедей стремится къ 
предьлу, равному единиц, но отсюда нельзя заключать, что пре- 
„дФломъ произведетя будетъ единица, такъ какъ число множителей 
возрастаеть тоже безпредёльно. Чтобы доказать существован!е этого 


иредфла, развернемъ (1+ 2)» по формулть бинома; получамъ: 
ы Тр 1 | 001, 


1 
уни ит эт... 8 ВТ. 


-- 0 ифи--0 1 
Г.в в 


\Такъ какъ вф каждомъ членв число множителей числителя разно 
числу иножителей, изъ которыхъ каждый разенъ т и которые вхо- 
дять въ качеств дБиятелей, то мы можемь написать: 


#1 т т— т 
тои Я 
2 Г, 2.8 т 


А такъ кажъ очевидно, что 


р и а - 
И. ся 1. (1 =) - ).. . (,- 
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Сравнимь теперь это рааложенв съ сходящимся рядомъ, пре- 
дЪль которато есть в, Т.-е. съ 


ттт В 
| 1 д + 
Рав `` танк... 


Каждый членъ предыдущаго разложеня, начиная ©ъ третьяго, 
меньше соотвфтетвеннаго члена написаннаго ряда, такъ какъ 
каждый ето числитель меньше единицы, а знаменаледи соотв8т- 
ствевно таке же, какь и у членовъ ряда. При этом члены разло- 
женя ввяты въ конечномь числ (ж-|Т), тогда какъ члены ряда— 
въ безконечномь. Отсюда вычекаеть, что выражен (+), 
вакъ бы велико и ни было, меньше с, олФдовательно, ато выра“ 
жезе, уреличизаясь зиЗстВ съ и», стремится, когда, из воврастаетъ 
безпредльно, къ такому предфлу, который можеть быть только: 
меньше или равенъ с, Мы сейчась докажемъ, что этоть предфль 
равенъ в. 

$ 65. Предфлъ {++ =) когда 22 возрастаетъ безпредфльно, оста- 
ваязь цфлыиъ числомъ. — ‘Такъ какь рядъ е—сходащИйея (8 И), то 
для я можно подобрать достаточно большое значене, чтобы ошибка 
при отбрасывани вофхь чдеяовъ, слёдующихь за (и--1)-ымъ, была 
меньше Даянаго количества а, какъ бы мало оно ни было; иначе 


товоря, < 
в—в<а, 


если черезъ’е, обозначить сумму (я-|-1} первыхъ членовъ, 

Съ другой стороны, разоматривая (и--1) первыхь членовъ на- 
шего разложевя, замфчаемъ, что по ы®рф того какъ эн возрастаеть 
безпред®льно, а я остается постояннымь, числители, каждый от- 
дльно, стренятея къ предфлу, равному едявиц (8 53, 3). Сльдо- 
вательно, каждый члеяъ разложев!я имфетъ предфломъ соотвфт- 
ственный члеяъ е»; сумма же ахъ, состоящая изъ ковечнаго числа. 
членовъ, имфетъ продёломъ (8 63, 2) г». Поэтому, можно подобрать 
длЯ ш достаточно большое вначене, чтобы 


6—4, «а, 


ГДВ А, обовначаеть сумму (з-|-1) первыхь членов разложеня, 
Изьъ этихь двухь неравенствь выводимъ: 


в— ых 24. 
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Такимъ образомъ, если для + подобрано н®которое постоянное до- 
отаточно большое число, можЕо всегда, заставляя т раети безпре- 
дВльно, удовлетворить послёднему неравенству. Если, дадёе, прида- 
вать и вначен1я, бевпредфльно воврастающия, то разложение А» уве- 


; 


личивается и стремится къ своему пред®лу, разному во (1-5) 
при этомъ За стремится къ нулю, Сл$довательно, 


е др (1 ато, пав о (1 #) г. (12) 


$ 56. Случай, когда 2 прининаетъ дробныя значеня.— Если въ вы- 
ражени (1+) приписывать т все большя и ббльш!я дробвыя 


значен!я, то предёль будетъ тотъ же, т.-е. будегь равенъ е; Чтобы 
доказать это, предположим, что 


виа, 


тдф п обозначаеть. весьма большое цблов чисяо, а я— меньше еда- 
. = 
ницы; выражен!е (+ 5) ‚ очевидно, будеть заключаться между 


выраженями; 
а (ры 


Действительно, чтобы получить первое изъ этихъ выражен, нужно 
въ (1-2) замбнить членъ т п показатель ле соотв тотвенно боль- 


шими чиехами: 1 я л-|-1; & чтобы получить второе, нужно зам8- 


НИТЬ ТЪ же количества меньшими числами; в и ». Дале пи 
шезь: 


Такъ какъ и Цфлое и весьма большое, то ( - пя ( Е 


у" 
й | 
весьма мало отличаются отъ е, а; и = весьма мало от- 


личатются отъ эдиницы, и оба предыдущихь выраженя имФють 
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предфяомъ с. Сл®довательно, къ тому же предфлу стремится и 
(+2), заключающееся между ними. 

$ 57. Предфлъ +=)”, вогда я отрицательно и возрастаеть по 


абсолютной величин. — Предёлъ >) останется тфыъЪ же и тогда, 


когда будемъ приписывать т возрастающия отрицательныя вва- 
чен{я. Въ самомъ дёлЪ, полагая т=-—в, при чемъ р отрица- 
тельно, мы можемъ написать: 


ау ("== = 
= +. 


Когда же в станетъ расти безпредвльно, (+2 будеть стре- 


миться къ е {$ 56), & (Е р-вь влинил%, отсюда заключаемъ, 


это т, а сявдовательно, и Ни (1-1}* будетъ ра- 
венъ с. Иначе говоря, ‘ 


. 1\" __ 
ша (1 +2) =е 
и при т отрицательномъ. 


3 58. Предёлъ (1-2) "ил (1 -1), ногда зп возрастает без- 
предёльно.—Таюкъ какъ 


а 
1-1 
в (+„) 
ини) "=. (8) 


Далфе, такъ какъ 


те 


04) 
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УТ. Числа ЯДЕРЪ, СЛОЖЕННЫХЬ ВЪ ПИРАМИДЫ. 


$ 59. Задача. Наибол®в простое рёшеве даннаго вопроса осно- 
зано на рьшеви слфдующей задачи: нейии сумиу сп-ихь степеней 
членовь ариометиимовкой профес. 

Пусть будегь дана прогресс: 


—-а.6.6,8...№ 
разность которой есть т и число членовъ у. Нужно найти 
р 
Виа"... А. 


Мы можемъ написать: 


ф=а-т, еб», @=е-Ни,..., = --”, 


при чемъ 1 обозначаеть членъ, слёдующИЙ за #, если продолжить 
прогрессшо. Возвышая эти равенства въ (и--Р)-ую степень, по- 
лучавмъ: 


ао ан и-рат4 ВТ ну я, 


они р тети бет Ха. ие, 
неее + пене. ЕО ря ро им, 


Складывая во эти равенства и обозначая въ общем» видё через 
В» сумму: а --...--, вылишемы: 
пене и - еб --  ы а 


ее И аа Ч... рем, (5) 


Изь этого уравневя опредфляетея Я», когда извЪетны б», 
Яи-ь... >В 8. Шовтому, поласея поолбдовалельно т=1, =, 
=3, ит, д. будемъ получать послфховательно 9;, 8», 5. И т, А. 
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$ 60. Приломене.— Предпозожимъ, напр., что данная прогревфя 
предетавляеть рядъ п первыхъ цзлыхЪ чиселъ: 


—--1,2.3.4.. 


Въ этомъ случаВ 


Ва а... я; ат ри, п==Т, р; 
и наше общая формула превратится въ слздующую: 


от), ЕВ, + 


| ни Я... Ее, ав 
Полагая сначала т==1, получимъ: 
(1 =1--28, я, откуда 9: 
формула уже извЪстная. 
Полагая ж==2, получимт: 
(а-ет 1-38, -- 38, я, 
откуда 
—_ т ио-зщи-т) 
ый 
ила 
ВН еаа-Ь... ров, (7) 


Это—та формула, которая послужить яамъ для нахожденя чиселъ 
ядеръ, сложенныхь въ пирамиды. 

Какъ мы видфли, она выводется изъ токой общей формулы, 
которая точно такъ же можеть дать сумму кубовъ, сумму четвер- 
тыхь отепеней, и т. д. натурельныхь чисолъ, Если же мы поже- 
лаемъ непосредственно и притомъ наиболве простымъ путемъ придти 
къ этой формулВ, которая только одна и понадобитея намъ въ даль“ 
нфйшемъ ивложенши, то можно постулать слфдующимь образомъ, 

$ 61. Непосредственное разыснаще суимы нвадратовъ я первыхь цф- 
лыхъ чиселъ.—Имфемъ тождества: . 
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ЗЕЕ 
За (еНЕзХ 2°-3Жа- и, 
ях ах 


С 1. 


Складыввемъ воЪ эти равенства, при чемь опускаемь одинаковые 
члены въ обфихь частяхъ и обозначаемь черезь 5, сумму квадра- 
товъ натуральныхь чисель и черезь 5, сумму ихь первыхь сте- 
пеней; получаемь уравнен{е; 


{вт =1--38.--89,-1- в, 


тождественное съ выведеннымъ въ прелыдущемь параграфь; слв- 
довательно, и значене для 5, будеть то же самое, 

$ 62. Равностороныя треугольныя пирамиды ядеръ, — Основан 
нфкоторой равносторонней треугольной пирамиды составлено изъ 
здеръ, образующихь равностороный треугольник. Первый рядь 
этого треугольника содержить 1 ядро, второй—2, третй— 3, »-ый— 
3; вов число шаровь треугольника будеть: 


Ве 
И = 


1+2--8+... в 


Слой, непосредетвенно лежашИЙ надъ этимъ, составлень изъ ядер», 
образующяхь точно также равносторонн! треугольникь, при чемь 
сторона его содержить однимъ ядроиь меньше стороны пажняго 
треутольника; елфдовательно, число ядеръ этого второго слоя полу- 
чится изъ предыдущей формулы, о заыфнить въ ней ж на (и—1); 
— 1 


такимъ образомъ это чиело равно © ‚ Въ третьемь 


610$ ядеръ будеть: ть, и такъ далфе, до перваго, 


который содержит: 
Поэтому, все число шаровъ: 


О Е ОВЕН , Ра 


& это можно переливать въ слЗдующемъ вядЬ 


д: ааа 2... + ии П-ке-В 
2 = = р 
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что по формуламъ 8 60-го даетъ: 


т: абон) | во) _ неуентя 
та 18 ? 


ихи 
хе, а 


Это и есть та формула, которая даетъ число ядеръ, сложенныхь 
въ равностороннюю треугольную пирамиду. 

$ 63. Пирамида ядеръ съ квадратныяь основащемъ, — Основаше 
такой пирамиды составлено изъ ядеръ, обравующихь квадратъ; 
есяи обозначить через ж число ядеръ, содержащихся въ каждой 
сторон этого квадрата, то во веемъ квадрат$ ихъ будеть и”. Вто- 
рой слой, очевидно, содержить (в— 1)? ядерь, трет — (в -- 2)", 
ит. д; наконещь, послфдьйй содержать тольхо одво ядро, Олдо- 
вательно, все число 


фт (ие... = 
—_ +1141) 
= ео Т. (19) 


$ 64. Пирамида ядеръ съ прямоугольныиь основащеиъ.—Основан!в 
такой пирамиды составуено изъ ядеръ, образующихь прямоуголь- 
никъ. Вели одна изъ сторонъ основащя содержать юз ядеръ, & 
другая я, то число ядеръ во воемъ прямоугольник будеть зи, 
ФСлфдующЙ слой также прямоугольвикъ, стороны котораго содер- 
жать соотвётетвенно (и—1) и (#— Е) ядеръ; слдовательно, чиело 
ядеръ въ этомъ прямоугольникВ равно (в — 1){» — 1). Трей слой 
одержитъ ядеръ (#—2)(и—2), и такъ далфе, до посяфдняго, въ 
котором® будетъ (-—»-Р1) ядеръ, расположенныхь въ одну ли- 
вно (при чемъ предполагается, что ш_>> н}. Отсюда вытекаеть, что 
все искомое число 


Вата (в — И-П ии... Не-я-+ 


Цолатавиь в—п==р; тогда т-=а-Рр и предыдущая формула 
превратится въ слздующую: 


да Оф фоне... НН, 


т,-в, 


Вели... ИНН)... И, 
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или, по извфетнымь фориуламъ ($ 60), 


и (а-я) жет) 
ПО, 


пли, наконец, 


Нениеннаыо, 20 


$ 65. Сповобъ повфрять формулы. —Мы покажемъ, въ примфнеяи 
кь предыдущимь формуламъ, одинъ прмемъ равсуждев я, употреб- 
ляющйся весьма часто; достаточно будеть развить его на одномь 
только прамфрЪ, 

редположимъ, что дана безъ доказательства формула: 


ии 
Па... ИИ, 


Чтобы ее провфрить, вачивают» съ простфйшихь случаевь: 


(и-|-1) (2% 4-3) 3 


при #=1 будеть: а 


1, 


.2. 
8 
НИ 2.86 Бе роа 
о $ т 
.4. 
6 


$ п=2 » 
1 


14514-97. 8°. 


$ и=8 


ве ае--1) 
2 
Тавимъ образомь, формула оказывается справехлавою для вна- 
ченш: 1, 2, 3 числа м. Чтобы доказать ея справедлявость въ 
общем случа, досталочно показать, что вели она -— справедлива, 


для иъкотораго вначемя и, то она будеть справедлива и для зна- 
чешя (» 4-1), Итакъ, пусть будетъ дано: 


Пери... НОВА, @) 


требуется доказать, что 


ве. рен, ® 


ее 


Цервыя части уравнен: (а) и ($) разнятся нз (и-|-1)?. Цозтому, 
если и вторыя части отличаются на ту же величаву, то изъ пер- 
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заго равенства, необходимо вытекавтъ второе. Составляемь эту 
разность: 


(иое-рооя--8) — минут) 
6 6 = 


те-Е лв) вое} 58) | 
= 5 —— $ (1. 


Теорема доказана. 
Подобный ходъ разсужден! приложимъ и къ другимь форму- 
ламъ, выражающимь число ядеръ въ различныхь случеяхъ. 


КОНСПЕКТЪ. 


$ 30. Опредьлеще совдиневйЙ; что называется разыфщенлыи и что—00- 
четашяыи. —8$ 31. Число разызщен изъ т предметовь по я, —8 32. Число 
перестановок изъ 2 предметовъ. — 833. Чнело сочетав изъ # ирелметову 
по я.—$ 34. Боле‘ простой видъ дая чпеда сочетвяЙ. Члело сочетай изъ 
зв буквъ 10 и равво числу сочетал пав эн буввь но (т—я). —8 35. Число 
хочет изъ т предметовъ по ® равно суымЪ чисезь сочеташи изъ (#-—1) 
предыетов» по Фи изт (й--3) предметов» по (® --1),-8 36. Пропззедеще % 
пёлыхь косафдоволельныхь чиоель хфлитси безт, соталка ча иронзведенме ® 
первыха дфаюткь чноедъ, —3 37. Состаллоп{е проналехецн в бичомовт. съ 
одпимъ п ТВмр же первымь членомъ, — 8 38, Стеневь бипома. — $ 39. Об 
чаенъ бинома.—8 40. Снособъ составлять какой-угодио член, ио предыдущемт.— 
$ 41, Козффитенты чдевовт, равво ухаленныхи оть ковцопъ, равны. —$ 42. 
Козффиийенты воврастають до середины равзожешя. — 8 43. Степеиь бипома, 
въ которомт второй член —отрицателень. —8 44. Сумма возффищентоят, бу- 
лома, $ 46. Сумиа козффищентовъ четиаго норидка равоа, сумм» козффицен- 
ловЪ печезнахо.—5 46. Соотнонюшя между коэффицентаии двухь посл®дова- 


чельныхь стененей (2 4-4). —8 47. Посдфдозалельиыя отеневи /—1.—8 48, 


Разлошено (@ ии. .—$ 49. Усломя, при- которыхи результали — веще- 
«твентый.—8 50. Стешець трехчдена.-$ 51, ОбпИЙ члель прелидущаго разло- 
нения. —$ 52. Облый члезт тоне {«--о ета)". —8 53. Теоремы о 


предблахь.—8 54. Выражене +1 1) слремитея въ иВкоторому пред®лу, 


когда  возростаеть бевиредфлюно.—8 56. Этоть предзуьь есть с при ифломт,--- 
$ 56. Газоматрираемов выражеше будеть также нм®тБ предфломв @ и ири 
дробномт.—8 57. Оно будеть тавлюе нифть предбломь ви три т отрицалель- 


воз. —$ 58. Продъаь 6 +=)” нап -=)” равен, — т. 59. Сима 


одинаковых степеней членов прогресон.—8 60. Призоьше — 8 61. Сумма 
кзадраловь патуральныхх чисел. —8 62, Равеосторопия треугольшыя пира- 
миды лиеръ.—8 83, Пираинлы ядерф с% квадратиымъ осповал{емт.-8 64. Пи- 
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тамиди ядеръ съ прямоугольнымь осповашемь, — 8 65. Сиособь прозёрить 


формулу, зиражающую сумму квадратов натуральных» чисевь. 


УПРАЖНЕНГЯ. 


Т. Доказать справедливость формулт: 


в Рен" я ы+. 
ее И +... +6 


зи |. а В 1 
а Е вый 


+ 
при чемъ [м2] обознечаеть произведеше мк — 1)...4—я- 1). Во второй 
таети второй формулы члены — апалогичны членамъ 2-ой части мервой фор» 
музы п соотойметвують лобыь значещянь а, В, т, для которыхь а--В-- уе. 
о 

Оимволь [а] привимается раваыхь 1. 

Каждый изъ члеповъ равсматривается, лакЪ число розывщенй. 

=11, Найти чисзо х члевовъ разложешя (&--6--с)” и чЧИел0 у чаеновт, 
разложения (а--6 +64 4. 

Отв 


ое а, + в +2) 
19 . 


1. Доказать справедживость формулы: 


ей 
ут 


2—9. орлу 
.3...2 ть. 


ел аа 


Довазывають, 9т0 соли эта формула —сираведлива для двух поел коналель- 
пыхт значезой 9, то она справедлива н для значешя, вепоередетненио нысшато, 
ТУ. Доказалт, справедливоеть формульх 


"и эт бен 


1.2.3 


1.2. диво" и" Эт. 0)" 


Мелодь, апологичиый предыдущему; или же виражемоть двумя енособами 
т-ую разности отт, 2" (ем. Кл, 1\). 
У. Найти нвибольн  чаень разложения (2 -|- @)". 
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Этоть члелъ будет 


ль -|- 1) 
ТЯБ р -— наибольшее пьлое число, содержащееся въ дроби шах. 


У. Давы хнан дао, что зи увеличивается безаредфаьио; пайти пре- 
дЬшь отвошешя ихъ показателей въ наибольшень члелф разложения (2 -- а)", 


Этоть предЪль равегь я. 

УП, Найти панбольийй члевь рвезоженя (а--6-- с)" и предфкы отпо- 
шевИ: покпзатедей а, би с 5 этомъ наибозылемь члелф, вотда эй бевире- 
ъжьно увеличиваетсл. 

Этоть попбольш!й чшел® выводитсл инь упражненя УГ, показатели же въ 
этом члеяф стремятся стать пропоршонельними @, Ви 6. 

УП. Показать, что (2 -- а)" (#— а)", по абеозиитой великик®, больше 
25", Отсюда вывести тахииии (#-- и), гели 2” -- у" дано, 

ТХ. Доказать сиразедлавость формуды: 


пр боев 


Ч т о пуечеийи + 


Чета ве т Она — 09)". 


Эта формула зъ томъ случа, когда #=0, пё отличается от формулы 
бянома; она--справедлива, каково бы пи быхо В. 

Призожене способа 8 66-го; или же непооредетвениая повЪрка. 

Х. Чнело споеобовъ разбить многоугольниеь дагопалямия цв, треугольниии;, 
хоказить формуле 


Ричи = Ры | Риз -- Ры-2 и +... 5 Р.Ра-1-- Ра; 


"бр, 


Вьа-= 


® 


Зааеь Рь обозночаеть чибсао способов, какили иожто разбить илогоугольнакт,, 
содержащй я сторонъ, на треугольники лосредствомъ дагопалей. 

Во-первыхъ, толпа, скозькииь способамъ принадлежить каждый 
иат треугольников, ныБюжихь эр основыип одпу и ту же сторопу много- 
утольницка; во-вторых, скояькииь сиособаь припаджелиить одна и та же 
дДагональ. 

УТ. Во веляой порвотановк» изъ 2 чисель: 1, 2, $,..., п стиаелоя 06з- 
порлдкомь (Яв7апуетет!), воли посл казото-нибудь изъ чисель стоить, нело- 
средетвенно иди ифть, меньшее число, Тат, напр., въ перестановий: 1, 4, 3, 
2, 5 ивъ ити чисель число 4 давть деа безпорядка: (4, 3) и (4,2); & число 3 


— 49 — 


дасть один, безпорядокиь: (8, 2), Доказаль, что число вебхт, безпорядкопт, ео- 
#(#—1) 


держащихся въ цереставовкахи Из этихъ я чисолт, ратио (1.3.,.п). ты 


Спалала хоказылается, что 2), 4 +0, +5 Р,, гл черзь О» 


обочалено чело безиорядковт, рь попестановкахь изт м чисель, а черезт 
Ри — число перестаповокъ. Отсюда вывадите: 


Пир е +). ВЛ + 


это ше равенстпо, если положить в позу ® =1, а залбуь замииь р 1 
ла м, дасть искомую фориулу. 

ХН. Найти сууму квадраловь коэффитиентов» бипома Итиочона, 

Эта суззю воть коэффийонть при а“ въ плззожени (2 + а)", 

ХШ. Предыдущая сумма можеть быть выражена одпою изт, елфдующихь, 
двух» формул 


.3...8 ы 1. 


‘Эван — 1)...0 


1 


#--1) 2.0.10. 14... (4—9) 


д 


Показал» что эти форхул г равиовильнит. 
Призагается методт, $ 65-го, или неносредетпениаи иотфркя. 
ХГУ. Доалать, что сели въ сумм 6 я дробей: 


С паев. а" 
На аи НТ т 


^, то эта. сумна будоть равла и. 


положить & 
Прихагаечея методъ 8 65-10. 


ХУ. Вайни продь (1+2 


предфть воть 6”. Развернуть ого въ ряду, 
ХУГ. Доказать, что рялт: 


‚ вогла тр возрастаеть безирелТарпо. Этоть 


1 1 т 


НТ Ты 


т, котором какъ 2, так, и показатели: а:, 2». ..з0и СТБ лия чнела, пет, 
песоиви — 129,1 — ва иДуТЬ 
эъ поотолитю возрастающевгь порядку 

Хоке разоулденн--пиалогичень тому. канимя, зользовалноь ири дохлла- 
телветв  посоизуЬримоети в. 

ХУП, Найта сумыу кубов ® первыху. ифлыхи чибодт. 


ие 
й 1 ник буна бл. 


—@,— 


По $ в0-му пахакоь 
В 


м. в, пиРояжковь, 
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стеиеней я первыхк налу- 
от пе 


на чисель, доказать, „ бодеряштен между —^ ие. 
ралуныхт. чиоель, доказать, зто б„ содеряштея между тт "ира 


ХУШ. Пуеть 5» обозцачаети сумму тк 


4и-520е утодно дфлое число, 
‘Црилатается форууза (16) 8 60-то. 


ГЛАВА ТРЕТЬЯ. 


Дополнене къ теорш логариенонь. 


1. НасоизмерИМый ПОКАЗАТЯЛИ. 


$ 66. Несоизибримые показатели.—Въ первой части мы ‘показали 
{3 358), какъ опредёляется несопамфримое число, а именно, ука- 
зывается, кмя соувмфримыя числа меньше ето и кав1я еоизы- 
римыя числа больше его. Мы ташже говорили (8 359 и слЪд.)}, 
какъ вужно понимать разлизныя дЪёотвя надъ этого рода числами, 

Выражене а? при соизмфримомь показателв д было уже опре- 
дфлено (Т, $ 105) и не предетавляеть никакой неясности, дфйстви- 


т 
тельно, полагая х=-,, ТАВ и; и в — ПВЛЫЯ ЧИОЛа, МЫ можемъ 
написать: 


Мы будемъ всегда предполагать, что а— положительно в будемъ 
равематривать только вещественныя и положительныя значевя 
рахикала; тогда не появитея никакого ни затрудаеня, ни двуемые- 
ленности. Въ случа$ 2 отрицательнато, равнаго (— т), а” также 
опредвлено (Т, $ 89), поередствомь уравнен!я: 


Итаюъ, намъ остается опредёлить а”, когда 5 -— несоизм6римое 
чиело, положительное или отрицательное. Въ такомъ случа нужно 
првнять сяздующее опредвлеше: 

47 еть предиль, къ которому сифемятся степени а, по морь 
7300 какъ сонзмюрьмияе показатели идь все больв и боле трет 

. млтея ко #, 
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Это опредйлене хотя и очень просто, но нЗкоторыя дальнейния 
`разъясненя все-таки пеобходимы. Въ самомь дёль, можво было бы 
снровить, будеть ли этоть предвяъ такимь образомъ ясно уста- 
новхенъ и будеть ли предфлъ степеней а всегда одинъ и тотъ же, 
хаковь бы чи былъ рядъ соизмфримыхъ показателей, безконечно 
приближающихся къ 2, Доказательство этого ноложеня покоится 
на нфеколькихь теоремахъ. 

$ 67. Тебрена 1. — Ве сонзиьримыя степени положительна 
чиела- повомеитемны. Это вытекавть изъ замбчашя въ предыду- 
щемъ параграф, что мы разоматриваемъ только положительныя 
значеня радакаловъ. 

$ 68. Теорена П.—Ваь лоломаюиельныя степени числа, больикио 
одиници, суть танже болыие оды, в въ отрицетельшяя степени 
мениие сдиницы, 

Дан степеней чиола, меньшело сдиницы, справедливо обрелтное 
заилочене, 

Въ самомъ дЪлё, пусть нЪфкоторое число « больше единицы и 


пусть а”--позожительная степень а. По опредблению 


во такъ какъ д больше единицы, то, очевидно, цёлая степень а", 
„— 
а сльдоввтельно, и Ид" также больше единиды. 


'Итакъь, положительныя степени « больше единицы; въ такомъ 
случа изъ равенства: 


видно, что отрицалельныя стопони, будучи обратными положитель- 
нымъ, будуть меньше единицы, 

Наконедь, придавая а значеше, меньшее единицы, можно ето 
1 


представить въ вид® -„, при чемъ а’ больше едипицы; тогда 


“= 
а 
откуда витекаеть, что значешя х, при которых «® больше еди- 
ницы, двлалоть «’ меньше единицы, и обрално. 
4% 
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8 69. Теорема Ш.— Если х получаеть сонзмъримыя зичиеня воз- 
растенония, то вырамене а вееди иззвьнлетея въ одноль ниприллении: 
оно увеличивается при &- болинель единицы, в умеюынаенея при &, 
менушемь единицы, 

Въ самомь ДЬЛЬ, пусть будуть ри 4 два соизифрамыхь зна- 
чен{я, положительныхь нли отрицательныхь, приписанныхь д въ 
послВдовательвомь порядЕ; тогда (р 8 91): 

Ст, 
Во (4—5) положительно, потому что, по вредположенио, д больше 
3; поэтому, воли а больше единицы, то и 4”? больше единицы, 
откуда сяфдуеть, что 07 > ат. Наобороть, всли & мевьше единицы, 
ТО И 47? меньше единицы, откуда 47 < 42. Итакь, а” увеличивается 
вЪ первомъ случаф, когда х переходить оть значешя р къ зна- 
ченио д, и уменьшается во зторомъ случа». 

$ 70. Теорена ЗУ. — Можно въ выражении ° придать сонзитри- 
ложу чиелу х на столько малое прирацене, ато &* изапьнится на 
сколь-улодно малую величину, 

Пусть ь будеть какое-нибудь соизыфримое значене для х; из 
можно увеличить на количество ©, достаточно малое, чтобы разность 
{аа и) была сколь-угодно малою. Въ самоьъ ДВ, няъ равенства: 


ина == 


# ха“ 


олбдуегь, что 
аа а — 1). 


А тахъ какъ а” есть число, пезависящее отъ а, то, поэтому, до- 
слаточно доказать, что (а^--— 1) можеть быть сдфлано сколь-утодно 
махььиь при достаточно малыхъ значеняхь в. 

Продположимъ сначала, что д больше единицы, Каково бы ни 
было положительное аначене а, и* всегда будеть (8 68) больше 
единицы. Чтобы показать, что оно приближается къ единиц иакъ- 
утолно бливко, достаточно вывести, что оно можеть стать меньше 
какого-нибудь числа (1-[-е), ббльшаго едикицы, я что, каково бы 
ни было =, можно выбрать а такт, что будетъ: 


< 1--а 


Дфйствятельно, полагаемгь а 1..6. что а проходить безко- 


нечно убывающя значеня, соотвётетвуюнщия безконечно возрас- 
тающимь зваченяыъ &; тогда предыдущее неравенство перейдет 
лъ слёдующее: 


или, что то же самое, въ 


пе а. 


А такъ какъ цфлыя стонени (1--=) образуютъ возраегиощую 
геометрическую прогресемо, члены которой морутъ превзойти веяый 
предфяъ (1, 8 339), то послВднее норавеногво всегда возожно и, 
влфдовательно, предложение доказано въ случа «> 1, 


1 
Если ‘а меньше 1, 10 предотавлиемь его въ ВидВ„:, ГД 
1 
«> Е; тогда а“ будеть равно да; 80 предыдущему же а" можно 


сдфлать отличающимся отъ единицы на сколь-угодно малую вели- 
чину; отсюда очевидно, 1то то же относитея ий пъ А. 

$ 71. Строгое опредблеше функщи д”, — Предылун!я теоремы — 
необходимы, чтобы даль для а“ пря х несоизуъримомъь вполнв 
строгое опредвлея!е и устранить таким» образом всякую неясность, 
относительно этой функц; но и, помимо этого, каждая изъ нихъ 
предегавляеть весьма важное предложен!е, 

Мы товоримтъ: ай при невонлаоьримоль знамени Л, придазаемомь 
показелиелю 2, предолавляеть число, содержащесея мозвду значенлми, 
а’, соотриетвующими соизмтримяль показнтеляли, леньщиль, поме 
1, в зпачевями а соотвьтетвующами соизльримимь попазтелямь, 
болышили, чтмь 1. Это опредблен1е, аналогичное тому, которое мы 
дали, въ ариеметяю, дли квадратныхь и кубическихь корней и, 
въ элементарной алгебр, для логариемонъ, допупкаетъ для а? только 
одно .и пратемъ опред®леннов зналене. 

Въ самомт дЪл, чтобы сдфлать боле яснымъ это опредфленще, 
предположимъ, что значешй д” предетавляють длины, наневенныя 
на нЪкоторой прямой оть произвольно выбраннаго начала; тогда 
концы этихъ отрёзковъ, соотв тохвующихь значенямъ х, меньшим 
1, заполнять нфкоторую одну часть прямой, а концы отр®аковъ, 
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соотвфтетвующихь звачешямь д, бодьшимъ №, заполнять другую 
засть прямой; кромВ того, изъ иредыдунииеь теоремь вызтекасть, что 
эти части вполив отделены одна оть другой {8 69) и что между 
ними не можеть быть никакого конечнато разстоятя (8 70), но 
только одваточка разд®ла (демаркашонная точка), Разетоян1е, на 
которомьъ находится эта точка отъ вачала, изыфряется 2. 


П. ВЫРАЖЕНИЕ и“ МОЖЕТЬ ПРИНИМАТЬ ВСЕЗОЗМОЖНЫЯ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ 
ЗНАЗЕНТЯ, КОГДА @— НОЛОЖИТЕЛЬНОЕ ЧИСЛО, БОЯБШЕЕ ИЛИ 
ЗГЕНЬШЕЕ ЕДЕНИНЫ. 


‚ $ 72. Непрерывность фунюфи 2.— Мы холько-что видали (8 70), 
что когда а задано, то при доетаточно малыхъ приращеняхь д 
выражен! а” можеть измьняться на сколь-угодно малую величину. 
Поэтому говорятъ, пто а? есть непрерывная функцл отъ 2; слово 
непрерывный покавываетт,, Что разоматриваемое выражен! не ыо- 
жеть сраву перейти оть одного значены къ другому, не проходя 
промежуточныхь значен!й., 


$ 73. Выражене «” можетъ принимать всевозможныя положительныя 
значени.--Изъ нейрерывноети выразвеня а слФдуетъ, что хода х, 
пре а положителаномь, измъняетел оть — со д0 -|- о, вйло выра 
оке можеть принимать веевозможныя положитемныя эначеня. 
При доказательств этого мы будемь различать два случая. 

1) а Ялише единицы. Цвлыя и положительныя степени д обра- 
зують воврастающую прогрессю и, слёдовательно, всегда найдется 
{Т, $ 339) досталочно болышой нокавалель, при котором д превзой- 
деть веякую звранфе заданную величину; кром} того, при х=0,ат 
обращается въ еданицу. Итакъ, разоматриваемая фупкщя можеть 
стать равною единиц и сколь-угодно большому числу; слёлова- 
тельно, въ силу непрерывности она можеть принимать всевозмож- 
ныя промежуточныя значев]я, Отоода видно, что при изу ®нени 
отъ 0 до -- со функцщЯ а” изифняется оть 1 до -- оо и проходить 
всевозможныя значеня, ббльнИя единицы. 

Если будемъ придавать 2 отрицательныя ввачен!я, полагая, 
напр., д=— т, то получимъ равенство: 


1 


2—1 
М, 
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во второй части котораго, при измфнени у отъ 0 до -|- ©, вна- 
меналель будетъь проходить всевозможныя значеня, ббльт!я еди- 
ницы, а соёдовательно, дробь будетъ принимать вс" значешя, мень- 
пя единицы. Отсюда видно, что прё измфнени х отъ — со до 0 
функщя &” измфняется оть 0 до 1. . 

ЕромВ того ясно, что а” не можеть принятв два раза одно и 
то же значене. Дёйствительно, если бы, напр., 


то 


= а; 


а тавъ вакъ очевидно, что только нулевая степень чиела, большаго 
1, равняется единитв, то веобходимо 


& 


1 , 
2) & меныице единия. Полагаемь ==, ГАВ а’ будать бёльте 


2: 
единицы. "Тогда 

т 

в 


@: 


По предыдущему же при язывневи 2 оть 0 до -|- со функщя д” 
будеть проходить всевозможныя значевя, больпия единицы и, 
елФдовательно, а” буцеть принимать воЪ вначеня, меньш!я еди- 
ницы. Деле, при измнени 2 оть 0 до — 2 фунещя а” прой- 
деть всв значе я, меньшя единицы и, ст6довательно, 4? пройдет 
всё вначеня, больпия единицы, 

Итакъ, въ этомъ второмъ случаВ о’ можеть также принимать 
всевозможныя положительныя значеея. 


ПГ. Опшия свойства логатНомовЪ, 


$ 74. Опредёлевв, данное нами въ первой части ($ 350), даетъ 
зовможность вывести главвыя спойства логариемовъ; но лтобы 
изучен! ихъ сдфлать болфе научным, вужно принять новое 
опредвлене. 

$ 75, Опредблеше логариемовъ, —Котда дано соотнотене 


| 


в 
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10 ГОВОрятъ, 910 д ОСТЬ ломриомь числа ф въ системь съ основа- 
Шемъ @, и питуть: 


Ш==198 


Всякое положательное число имет логаряемь въ слетемв съ 
основаемъ и и, притомъ, только одинъ; дйствительно, мы пили 
{$ 73}, что, когли 2 непрерывно зозрастаеть отъ — со до -[ 05, а" 
проходить воф положительныя звачешя и, пратома, каждое изъ 
инхъ только одиыъ равъ, Отрицательныя числа не имютъ веще- 
ственныхь догариемовъ. 

Совокунность хотариемояъ различныхь чисель при одномъ и 
томъ же освоваши &« образуеть такъ называемую снетему лоиуие- 
мов». Логариомы одной и той же системы владьють вескма вайк- 
ными свойствами, которыя мы прежде веего и докажемт. Мы пред- 
похагаемъ, что основмие всегда положительно. 

$ 76. Теорема 1.-—Ломериоль произведещя двухо чисель равонь сумлаь 
аль лориомовь, 

Въ самому; двяВ, пусть х и у обовначають хлогариомы чиселъ: 
фис; вь такомъ случа» (3 75) 


а и" 


Перемножая эти две уравненя ио-членно, получаем: 
ве 4, 
откуда видно, что (2-г у) есть логариемъ це, т.е, что 
1овбе==1086 --1юве. 


8 77. Теорема П.- Хиариоль часинало двуль чиовль рашень разности 
иль зомриемов, 

Въ самомъ дёлЪ, пусть и у обоввачають логариемы двух 
чисель: ри с; вЪ такомъ случа (8 75) 


-Ь в 


Давля эти два уравненйя по-члевво, получаемъ; 


а 


ь 
=, 


5 
откуда Видно, что (2— у} сеть логаривмь > те, что 


1086 — 10%е. 


$ 78. Теорема Ш1.—Лоариомь п-ой степени нькоторио чиеза ра- 
вень произведению в на лоюриемь этою числа, каково бы ни было п 
{ивлое или дробное, полозентельное или отрицательное). 

Пусть 2 есть логарлемъ р, тогда 


&=ъ, 
откуда, возвыснаъ 06 части въ степень л, получимъ: 
а 
сяЪдовательно, па есть лотариемт, $", и мы ‘можемь написать: 
10504 = 1080. 


Эта оеорема, очевидно, заключаеть вт, себ и теорему ТУ 
{1, $ 370): отпосительно хогариема корня. 

$ 73. Теорема №.-- Со ослдой систельь лаариоловь аозариемь ади- 
ницы ости, нуль, @ ллориомь основанья снетемы веть вдинииа. 

Въ самомъ дЪлв, каково бы ни было а, 


а =1, 


1 


# =. 


$ 80. Теорема \.— сли основане системы больше единлиия, то 
доартолия чцевль, бблошаись единицы, — полоясительны, в алариемя 
чиссль меношиигь единицы, отрицательны, При основе. менуиемь 
единици, — наоборот, 

Въ самомъ дфлф, мы видфии (8 68), что положительных степени 
числа, бальшаго единицы, больше едавицы, а отрицательныя его 
степени меньше единицы. Обратное заклточете — справедливо для 
степеней чисель, меньшихь одиницы. А въ такомт луча’, при а, 
большемъ единицы, изъ уразнан!я; 


@-=Ь 


вытекаеть, что д, Тв. ЮФ, — положителенф, если $ больше еди- 
ницы, н отрицалеленъ, если $ меньше единяцы, 
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Наобороть, при а, меньшемъ единиды, изъ уравнен!я 
®=Ь 


вытекает, что т, Та. 108$, —отрацателень, сели Ъ больше еди- 
ницы, и положителенъ въ противномъ случа. 

$ 81. Замбчане.—Отрицательныя числа не имфютъ логариемовъ, 
потому что положительное основане, возвызненное въ какую бы то 
ни было степень, положительную или отрицательную, даеть поло- 
жательное чисхо. 


Ту. Тождествяялмость ‘нгьв„АИЧЕСКИХЬ И АРИОМЕТИЧЕСКИХЬ 
ЛОГАРИОМОЛЪ. 


$ 82. Заибчане.— Необходимо доказать, что логариомы по при- 
нятому нами опредёлению не отличаются отъ логариемовъ, разема- 
тризавмыхь въ арнометик® при помощи двухъ прогресй. 

$ 83. Алгебраичесве логариемы входятъ въ системы, разсиотрённыя 
въ зриеметикь, — Въ самомъ дёдЪ, разсмотрамь числа, расположен- 
ныя въ геометрической прогресыи, начанающейся съ единицы: 


21:4: :1 те, 


и пазовемь черевь х логариемъ 4; тогда логариемы ‘различных 
членове этой прогрвсегя булутъ (8 78): 


0, 2, 3%, 30,..,, п, в 1. 


Такимыъ образомъ, еслй числа расположены въ звометрической про- 
зресойь начинеощейся си одинициь изь зоариаля (8 75) образуютнь 
аривметическую профессио, начинелощитося 5 0. 

оли теперь вставать вфкоторое число № среднихт, (геометри- 
ческихь и аривмоетическихь) между послБдовательными членами 
обфихь прогресей, то въ аривметик члены, введенные в ариомети- 
ческую прошессйо. называются млариомами соотвлитетвенныхь чле- 
новь, оведеннить въ зеометричесную проресню. Мы сейчасъ пока- 
жемъ, что елфдоти ивъ этого опредфленя согласуются съ опре- 
двлен!емъ, которое мы даемъ въ алгебр ($ 75). 

Въ самомъ дьлЪ, вотавяявмь & среднихь геометрическихь иежлу 
членами: д", 4”Н теоиетрической прогресыя в # среднихъ яриоме- 
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тическихь между членами: ил, (л-|-1)х ариометической прогресои; 
для прогресей, образованныхь этими средними членами, знамена- 
таль и разность соотвфтетвевно будут: 


ва, 
У 
р-ый средн въ геометрической прогресефи будетъ 
ал, др 
ех (Уч, 
а въ ариеметической прогрееи 


яв ( 


А такъ яакъ 


в) 


и такъ какъ х, по предположеятю, есть логариемъ 4, то второе изъ 
этихь выражен является ($ 78) логариемомъ перваго. 

Такимъ образом, ирн вставлени» одною и тою ве чисее сред- 
эииеь въ объ прозрессли, члены, введенные вы офиомепиимескую прорессно, 
лоляются лоариемами (8 75) соотоззлетвенныхь членовь звометри- 
ческой проревсдиь 

$ 84. Обратная теорема. — Сейчась было показано, что система 
хогариоморъ по принятому нами опредфленю (8 75) можеть всегда 
выхекать и изъ разсмогрфвя двухъ прогреве, выбравяыхь над- 
лежащимъ образомъ, и такимъ образомъ ова войдеть въ системы, 
раземотрённыя въ ариеметик®, Тадзе можно показать, Что система 
лозаривмовь, будучи опребълена посредством» двужь каките-иибудь 
прозрессй, вемда удовлетвотинь и новому опредъленио (8 15). 

Въ самомт, хёлЪ, пусть будете опредфлена система лотариемовъ 
поередетвомъ двух прогресс: 


ех би у= г" 2, вар (+) = (+; 


ее, в. 
0,8, 28,...,%8,... 
Полатаемь 
ЕВ, ий =1; 
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здЪсь у есть логариемь В. Второе изъ этихъ уравневЙ даетъ; 


т 
и=5; 


ветавляя же это аначеше въ первое уравиена, получаем 


4 =В, или (= 8. 


Итакъ, т есть показатель степеня, въ которую нужно возвысить 


постоянное основане 48, чтобы получить чиело В; иначе говоря 
1 есть логариемъ 8, взатый но новому опредфленю въ сиетвы® 
1 


съ основащеит 05. 


У. РАЗЛИЧНЫЯ СЯСТЕМЫ ЛОГАРНОМОНЬ, 


$ 85. Нанъ перейти оть одной системы къ другой, — Число а, сте- 
пени которало служать для составлевя возхъ чисель, называется 
основищемь равсматриваемой вастемы логариомовъ. Изм®няя осно- 
вая{е, изуфщимъ и 265 логариемы, но легко показать, что ночые л0- 
зариомя будуть пропориональны прозенимь, лс, преюще зочитомы 
умможенея на одно и зто же чело, которое назывеется ‚модулем 
новой системы относительно прежней. 

Пусть будуть а и @' два какихъ-вибудь основан я, ва и &— 
логариемы одного и того же числа 6 въ этихъ двухъ системахъ, 
такъ что 

@) 


(2) 


Беремь логаривмы оть обфихь чястёй перваго уреввеня въ сис- 
тем съ основавемъ 4" 


ева, (3) 


при чемъ черезъ 4. обозначаемъ логариомъ числа пъ этой систем, 
А лакъ кажь г есть логарнемъ числе Ъ въ систем» съ основанемт и, 
то изъ уравнешя (3) слФдуетъ, что оба логариома чвела 5, въ вис- 
темах съ освоваными: а’ и а, находятся въ постоянном отно- 
шени 1.0. 
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Точпо такъ же можно было бы ввять логаривмы отъ обЪихЪ 
частей уравнешя {2), на этоть разъ въ систем еъ основашемъ 2; 
тогда было бы: 


Чи = р, 


откуда видно, что отпошене обоихь логариемовь числа $, взятыхъ 
соотвфтетвенно въ системахь СЪ аснованяый: «и в, есть р 
Выше мы пашуи, что то же отяошене равно {,ч. Чтобы оба ре- 
зультата совпадали, чеобходимо равенство: 


1 
га’ 


а 


Оно—очевидно, въ самомъ дфлЪ, полатая 


=, 
«а 


можемъ ваписать, во опред»ленио, 


а =, 


а 


в. 


Подставляя во второе уравнеше выВсто «’ его зиачене язъ пер- 
ваго, получаемт: 


=а*==н, 


(@ 
откуда 


еее 


$ 86, Неперовы логаривмы.—Хотаряемы были открыты въ начал 
свыяздцатаго столЪчя Ненероит (Г. Мерее), шотландекимъ бароном. 
Основане его вистемы есть несоизывримос число о, опредёленное 
нами въ 8 27-мъ. Эти лозарномы называются пеперовыли и обозна- 
чаются буквого Т.. Халлеть "Са внесь ихъ въ свои таблицы 
подь назпашемь ирлерболическихь зоариолюсь. Догариомы съ таким 
основаЩемъ являются наиболе простыми вЪ малемитаческомъ 
анахизЪ. 

Раземотримь двЪф прогресеи: 


та -я: а: @-ро ЕН а)". .ь, 
10. 8. в. ..... 9 уе 
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тдВ а я В чак малы, что чнены возрасталоть весьма медленно и что 
можно разоматриваль всВ чизла, какъ члены данной геометрической 
прогреве, Можно светему логаривмовъ опредфлить, давая пред®лъ, 
къ которому стремится отношене *, когда а и В одновременно 
стремятся къ нулю. Неперъ предположиль этоть предёлъ равнымъ 1. 
При такомъ предположени прогресци будуть: 


ата: а: а :,.,, 


0. а. 2 . 84 ц,.. # .... 


оли основаще есть (1--<)", то его логариемъ зим равенъ еди- 
; 1" 
НИД, откуда а = т само же основан!в превратится въ (1 - &) . 


Когда ч стремится къ нулю, м возрастаетъ безоредёхьно и выра- 
жене (2) стремится (8 55) къ числу с, оспованю неперовой 


системы, 

887, Обынновенные логариены.—Неперовы лотариемы— неудобны 
при вычислейнхь, потому что ихЪъ основание — несоизмримо. По- 
этому, яфоколько лётъ спустя посд® опубликораня Неперомь его 
открыт я, построена была новая таблица логарнемовъ, назваяныхь 
обыкновенными, СЪ основавемъ 10. Это-—тф логариемы, употребле- 
в которыхь мы показали въ первой части и тамъ же привели 
ривличныя яхь приложен. Обозналаются они знакомъ 105. 

Называя черезъ хи у логариомы одного и чого же числа въ 
снстемахь: ноперовой и обыкновенной, мы можемь налисать: 


= 10%, 


откуда, беря логариемы въ первой систем, получаехъ: 


2=1[10, или у 


Такимъ обравомъ, зинобы получить лтариому чисел въ обакно- 
зенной снотоми, умнозюають неперовы лларноля заьаь ве чивель на 
зелицину, обратную неперову лориому новело основал. Элому мно. 


1 : 
жателю ту преимущественно присвоено назване модуль обыкио- 
зенной системы, Обозначая его буквою 2, напишемт: 


у=— Мо 
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Если взать логариомы обоихь чиселъ въ обыкновенной систем, 
то получимъ: 


эове=у, 
елфдовательно, 
М=юве. 


$ 88, Отрицательные логариемы,-—Юела въ ураваени: 


а 


число $ меньше еханицы при, большемъ 1, то его логаривмъ г— 
отряцателенъ; дЁйствительно, мы вадвли (3 73), что при измёнени хх 
отъь 0 40 — © выражене а" правимаетъ значеня между 1 и 0, а это 
показываетъ, что числе, меньийя единицы, золлують отрицательные 
лоириемы, Эти логариемы зхадтиоть вофыи свойствами, доказан- 
зыми выше (88 76 и слёд.), потому что до еихь порь ве было 
слалано никакого отраничен!я относительно знака разсматривае- 
мыхь члсель. Замфтимъ только, что отрицательные хогаряемы ие- 
посредственно не находятся при помощи таблищь, но этимъ не 
создается никакихт, трудностей при ихъ отыскан!и. ДВйствительно, 
предположимт, что число $, меньшее единицы, задано подт, видом 


дроби я ‚ тогиа 


108 ы = ЮВ — ю5я == -— (105 — 108), 


откуда видно, 910 отрицательный логарлемъ получается при вы- 
читаши. 

Отридательныхь логариемовь при вычисленяхъ |: 5 упогреблятють, 
потому что, вели они и вотртятел, ихъ ные трудно преобразовать 
тавииъ образомьъ, что только характеристика останется отряца- 
тельною, Покажемь это на прим! 


3,4589164 =4— 84582764 —4=1.5417286, 


итАвъЪ, для этой дфли убеличиволонь саразтериститу па одну вди- 
ницу, при чемь беруть вв со знапомь —, в десятичную чееть лом 
„риоми (мантанеу) залньнлюта ея дополнещемь (1, 8 389). 
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УГ РЫЦЕНИЕ МОКАЗАТЕЛЬНЫХЬ УРАВНЕНЕЙ. 


$ 89. Опредфлене.— Гоказителинымь уриинещень называется урав- 
нене вида: 


г 


ТАВ а и Б суть два данныхь положитеньвыхь числа, Ршить его 
зналить найти такое значене для х, при которомь опо удовде- 
творяется, 

$ 90. Рьшене уравненй: а” ==2.— Чтобы найти такое зналевше 
для =, достаточно взять логарвемы отъ объихъ частей уравненя: 
ТОрРдА Получим; 


д юва =: 108, 


откуда 


__ 088 
7 1юва* 


Основан системы, въ которой взяты здФеь логариемы, — пройз- 
вольно. 910, впрочемь, нисколько не оляеть на результат; 
дВйствительно, мы ридфля ($8 85), что при переход® отв одной 
системы мь другой нужно умножить вов логариемы на одно и то 


> 050 
же число, а потому отношена о нв изизнитея. 


$ 91. РЕшене уравнены: 22? = с.—Тмь же премомъ можно р}- 
злить ураенен!е: 2==0, САБ а, 6 и с вуть данныя полижительныя 
числа, Въ вамомъ дВлЁ, беря логариемы оть обфихъ частей, по- 
зучаемъ: 


Для сущеетвоватя ршеЕя необходимо, ятобы ока и 10ве были 
одинаковаго знака, въ такомъ случёЪ ихъ можно очитать положн- 
тельнымя и, беря второй разъ логариомы, можно написать: 
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УП. ОвовщениЕ ФОРМУЛЪ, ОТИОСЯЩИХСЯ КЪ СЛОЖНЫМИ, ПРОЦЕНТАМЪ. 


$ 92. Мы въ первой части сйолва изложили приложеня теори 
логариомовъ къ задаламьъ на сложные проценты, Возвращаться къ 
этому мы на будемъ и ограничимся лишь слёлующимь замвчанемт. 


Было доказано, что капиталь 4, помфщенный по сложнымъ 
процентамъ, по истечении в лЪть обрадается въ 


ай)». 
Сотлашевя, пранятыл относительно отрицательных. п дробных 
показателей, позвозяють телерь обобщеть эту формулу. 

1. Исли я--дробное и дано въ вид 27 „то мы родиолаиеолиь ито 
ринципь сложеныхь процентовь распространяепея + на части 00а. 
Назовемъ черезь х прибыль съ 1 френка въ течене т пода; 
втакъ, 1 франкъ въ концё т года обратитея въ (1-2), в, сл- 
довательно, какой-нибудь калиталь, отдазвый на то же время, 
умнежится на (1-22). За цфлый же годъ, равный й тоде, 1 франкъ 


умножится у разъ на (1-|[-2), или, что то же самое, на (1-2); а 
такъ какъ, съ другой стороны, онъ обращается въ (1-7), то 


(аи, 


откуда 
О 
у+е=а-ит, 
Очевидно, что 1 франкъ, помфщенный ва ы года, умножится на 
2 
(1-Рау, т,-е. на (1--^)т, и слБдовательво, какой-нибудь капиталу, 
А обратятся въ 
р 
Аа--»)?, 
зто ий требовалось докавать. 
2, Если и отрацательно, 10 мы раземотримъ вопросъ съ слё- 


дующей точки зрёнёе 
м. в. НИРОЖКОВУ, АИСЕАРА, 6 
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Какой капиталь быль помлицен, полалть назадь, если онь къ на> 
стоящему времени обрезннлея въ сумму ЦР 
Пусть Х обовначаеть искомую величину; этоть капиталь, по- 
мфщенкый на я лфтъ, обращается въ А; слфдовательно, по пре- 
дыдущему, 
а=ха- +), 


откуда 
Х=Аа-неу", 


что совпадиеть съ формулою, выведено выше, 


ВОНСПЕКТЪ. 


$ 66, Носонвивримые показатголи.-$8 7, 68, 69, 70. Леммы о соизмфри- 
мых» етоиепяхь.—$ 11. Строгое опредфзове п”, когда х — несоизывризо. — 
#12. Фупаця а’--велрерывиа.—8 78. При ивифнеши 2 сть — 00 до -- со и 
при @ положительнохь @ принимаеть яеопозмоуниян положительных значения 
и проходить каждое изъ нихт только одипь разъ. — 88 74 и 75. Повов 01рб- 
дЪленйс логариемов.—$ 16, Логариемь ирюнзведешя.—8 77, Лотарнезу» част- 
наго—8 78. Логаривит стелони.—8 79. Логаривиь единицы и логариемт оено- 
ваня.—8 80. Числа, лотарвомы которых —иоложительни» к чнела, погаравын 
которыхь—отрицательши.—8 81. Отрицалельныя числа пе имфю», логадуио- 
ыовъ—$ 82. Замёчане.—8 83, Боли исле расположены въ гсометрической 
прогресс, ихъ лотариены облалують арневетическую прогресено. Случай, 
когда вставаяють новые члепы въ ирогреесн.—8 84. Логариомы ло опред*- 
денйю, давпому въ нервой чаети, совпадають сь логаривиями, взятыми по 
новому опредфаеню.—$ 685. Какъ перейти оть одной сиетемы ит, другой.— 
$ 86. Ненеровы зогарнами; вхъ осповалзе.—$ 87. Обыкновенные логариемы; 
ихъ модуль. $ 88. Отрикательтые логариемы.—8 89. Опредфлен!ю показатель- 
нато уравненя,_$ 90. Ранее уравиеши: а —0.—8 91. Рушешцо уранивиие 


$ 92. Обобщене форму2т, отпосящихея къ сложнымь ипоненганъ- 


#2 
або. 


УПРАЖНЕНИЯ. 


1 Рышить урдвшешя: 


Отв: я 


П. Рьшать уразнепдя; 


Юхл 
Тонру Люка 89 
в, ° 


тва 22) 


Тока 


ТП. Рынлов уравнеше: 
ева р, 
Аба Юк И — ЮЕТ 


ты: Тек тет 


9108-8085 — ЮЗ Л. 
ТУ. Рёшите уравнев!с; ‹ 
за 
(к-р ве = а. 
Отв приа>ь 
2198 (#1) 
. — ю5а+’ 
празь 


У. Раииит уравиен:е: 
БР бе 66-4730, 


о — 10146 


Отв: =4+ 5 


УТ. РАмпимь уразнено: 


`Отви 


УП. Ьшить ураввене: 


ев 5 =0, 


ЛИриводитея кт рёшению одного пеъ уравнение: 


Р=Ь ав, 


УП. Раиить уравиев!е: 


Отв 


5% 


ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ. 


Порка алгебриичеенихь формулу. 


Т. Условя тождества ДВУХЪ многочлЕновъ, 


$ 93. Лемма, — Если мноочлень расположень по возрастолощимь 
стеленямь перемьнной 2, то можно придать этой перелънной поло- 
зеительное иль отрицинпелиное значене, численно на столько малое, 
анио. зу этом» значени и при вепь значенйяаь, менииить во, иноо- 
чаень принимаеть и сотраняеть знакь свою перово члена. 

Въ самомь дфлф, пусть будеть данъ многочленъ: 


дат Воров... НН 


въ которомь показатели: т, № р,..., # идут, вовраетая. Его 
можно Написать ВЪ ВИДВ: 7 
-); 


Если теперь придать х весьма малое, значен!е, хо каждый изъ чле- 
новЪ въ скобкахъ поелф единицы сдфлается весьма малымъ, потому 
что показатели ихъ--положитедьны; а тажъ какъ число членовъ— 
конечное, то количество, заключенное въ скобки, весьма мало бу- 
деть отличаться оть единицы. Итакъ, знакъ всего мноточлена, 
совпадеть со внакомъ Да” и сохранится при вофхъ значеняхь, 
меньшихь 

$ 94. Теорема 1.— Два мноючлени, рпональные и щьяые относи- 
тельно т, при вслкомь значении я моцить бъипь равны только туда, 
хода сни состоять зтомсдемивенно изъ однить в тт ое членов. 

Въ самому дёл®, пусть будуть даны два многочнена: 


Ри рае ри... НР а-ЕР», о 
ба бат Фиое,.. ЗЕФ,аа-Е (2) 
расположенные по степенямъ 5. сли они должны быть равны при. 


всякомъ значени х, то они будутъ равны и при 5==0, а въ та- 
хомъ случа Р»==0,. Вычитвя изъ денныхь многочленов по по- 


с р: 
пе. 
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®л®днему члену, получимъ остатки также равные, и разность ихъ 
холинь быть равна нулю, каково бы ни было х. Эта разность, 
будучи расположена по воврастающимъ степевяуъ 2, порвымъ чле- 
номъ будеть имёть (Р»:— @-1)7. Нели бы этоть членъ не быль 
равенъ нулю, то можно было бы по доказанной выше лемм® при- 
дать д такое малое значене, что звакъ всей разности совпадеть 
<0 знакомъ этого члена, т,-е. при такомь значе д она не была, 
бы равна нулю; слдовательно, Р,-,-=@,-, Вычитая изъ много- 
членовь раввые между собою члены первой степени, увидимъ 
также, что ковая разность начнется съ члена второй степени 
{Р»-2— О,-2)?, который въ свою очередь долженъ быть равенъ 
нулю. Продолжая такимъ же образомъ и далВе, придемъ къ зажлю- 
ченю, что всф члены въ обоихъ многочденахь должны быть одня 
и т же и 0% одномъ и томъ же чиелф. 

$ 95. Теорема И, — Дей зръмихь ч рещоналанихь мноючлена, в0- 
дероеслинаь какоечиюдно чиезо произволиныть ввлитинь (був), неза- 
вислщижь одна оть друзей, моуть бить равны толло тода, вода 
они востоялиь знозедественио изъ однить м тише эве членов». 

Чтобы прияять эту теорему, достаточно показать, что асли она 
справедлива для двухъ многочленов, заключающихь я произволь- 
ныхь буквъ, то она также будеть справедлива и для двухъ много- 
членов, содержащихь (»-|-1) такихъ букаъ. Разсмотримъ для 
этого два многочлена, содержащихь (и--1} буквъ: 2; у, 2, м, 9..2} 
расположимь ихъ по степенямь одной изъ этих буквъ, напр., 2, 
инале говоря, напишщемь яхъ въ вид: 


о Ада Дт... ды И 
Ва Ва ВР... +В» 2) 


ДВ А, А, Аи..., Мы Ву В» Вь ‚ В» содержать  пере- 
мНныхЪь: у в м т,..., 1 Чтобы многочлены: (1) и (2) были 
равны при воякомь х, необходимо ($ 94); 


ти, А-В А, =В,, А.В...) Аве Вы, (8) 


А такъ какъ для » перемфиныхъ теорема допущена оправедлявою, 
то изъ равенотвъ (3) вытекаеть, что многочлены: Ао и Вь 4, и 
Вь...,; Ам и В» состоять соотвфтетвенно изъ однихь п тёхъ же 
членовь, и, слёдовалехьно, многочлены: (1) я (2) тождественно 
равны между собою. 
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П. ПовърКА РАВЕНСТВА ДВУХЪ АЛГЕВРАНЧЕСКИХЬ ВЫРАЖЕНЙ. 


$ 96. Случай, когда всф произвольныя ноличества—независимы одне 
оть другого.—По предыдущей теорем, члобы доказать существо. 
зав!е нфкотораго уравнешя между произвольными количествами, 
достаточно освободиться отъ радикаловъ и знаменателей и устано- 
вить, что 068 его части тождестленко состоятъ изъ однихъь и тЬхъ 
же членовъ. 

Если этого нЪть, то можно утверждать, что предложенвое ра- 
венство справедливо не для всбжъ значея!Й буквъ, входящихь въ 
него. 

$ 97. Случай, ногда не веб произвольныя количества независияы, — 
Когла равенство справедливо только при извфетной записимостя 
мажду буквами, входящими въ чего, то для доказательства его- 
справедливости явобходимо выразить, нА основан]и этой зависимости, 
в®которыя изъ буквъ въ фувкци другихъ, которыя можно при- 
вять за нозависимыя, и подоталить эти значеля въ данное урав- 
нен!е. ПоедЪ такой подстаповкн уравнен!е будеть приведено къ. 
предыдущему случаю. 


ТИ. ПРИлОЖЕнЕ КЪ НЗКОТОРЫМЬ ЗАДАЧАМЪ, 


$ 98. Задача 1.— Испыпиить, можно ан вычесии изь уравиенай: 


(1) Тейт =! (2; 


< в с 
Зуравнеме: 
се ту (3) 
Здфеь даны два соотвощевя, (1) и (2), между шестью количе- 
ствами: с, с, 6. 1) 1» Ти Поэтому необходимо значен!я двухъ изъ 
этихъ шести количествь выразить въ фунющи четырежь осталь- 
ныхъ. Изъ уравненя (1) получаемъ: 


1—9), , 
т, (47 


явъ (2): 


— 91 = 


или, замфнивъ 7 его значенемъ (4), мы можемъ написать: 


получается тождество, если во второмъ члеяф еократить числителя 
и знаменателя ня обийй множитель (1,—6)у,. 
8 99. Задача 1 — Исныизолиь, будет зи равенство: 


(0) 


заключить въ себь ольдующес: 


а воет 
+4 + . ®) 


По ивложенному выше методу нужно изъ равенства (1) выра- 
зить значен!е одной изъ четырехъь буквъ, входящих въ него, 
черезь остальныя и это анален!е подставить въ уравнеше (2), ко- 
торое послф этого должно обратиться въ тождество, 

Освобождаемся отъ знаменателей въ уравнев!и (1); 


ва-ваьтаё-е— ав вь-а-д= 
076 6 +в - — а 99Ф-е—9) 


переносямъ веф члены въ первую часть и располагаем по степе- 
нямъ д: 


аа) вв) —Иа-фО--И— 9) =0, (8) 
раздёливъ вс члены иа (4—0), получаем; 
— ва е--ка-о-=0, 


или, что то же самое, 


@—"—(в-—6е-9 (4) 


= 
2 
1 


дЬлимъ, наконець, на (а—5): 
&--8—с—4==0, 
а=е- 4—5. 


Вставляемь теперь это эначене въ уравнение (2): 


откуда 


сре —54 _ о--р@ 
№9 Я} 


или 


ее 648. 
А": 


получилось тождество. 

Замфчане.—Мы опустили, въ урапненяхь (3) п (4), мкожителей: 
(4—6) и (8—8); поэтому, полученный результать — справедлив 
только въ тёхъ случаяхь, когда эти разности не равны нулю, Въ 
самомъ дфлф, можно покавать, что какъ при в==6, тажъ и при с==4 
Ураввене (1) обращается въ тождество и, потому, ве можеть ва- 
клкочать въ себЪ никакого слёдствя. 


КОНСПЕКТ, 


$ 93. Лемна о значени и злая мвоточаепа, когда неремфиная прини- 
масть весьма малое зпачен!е.—6 94. 'Георсма о равопетв8 двухъ миогоуленовь, 
содорзкмщихь произвольную бумау.-8 95. Распросгранеше этой теоремы на 
случай дзухь мноточленовт, содерлализхь какое-угодно число ироизвоньизехь 
букоь,--8 96. Сиособл. цовбрять уравиев!е между различимыи произвольными 
количестваиг.—8 97. Случай, котяа тая иронавольныя количества связал 
вЪкоторымн условями-—$8 98, 99. Приложен:о къ яфкоторымь задачемт, 


УПРАЖНЕКИЯ, 
1. Ловазаль, что ураввене: 
ичт=еЧаи 
зытекаегь изь сдфдующихь двух: 


ичуи а, 
пут — и 9. 


ТП. Подавать, что изъ слфдующихь двухь уравиелй: 


в е=3, =. т а 


вытекает иропорд: 


11. Повазать, что объеме сферическато слоя, 


1 


а тЕНИР 4-7), 


веть разноеть объемовь двухь сферическихь сегыептовъ, фащусы основан 
шоторыхь воотвЪтетиепаа равим Я п ^, т.е, чта ошь равень 


фена не 11 


т1дё И’ ий" удовлетворнюгу слъдующимь уедовязиь: 
ИЕН И= + Ирине 
геометрическое значене лоторыху-— очевидно; р есть рад1ущт шара. 


Ку этимъ тремь уприжнешямь призагаетея обный методъ ($ 97) 
ТУ. Показать, что волн существуютт равенства: 


д_в 


то сущеетпуеть также и сяфхующее равенство: 


Ила+у В --У < +И2а=Ум-+ во Риаь ета) 


У, Иусть 5„ обозналаеть сумму % первыхь членовь вфкоторой теометри- 
ческой прогресс и пусть ф есть ея отанатеи показать, то сумма пронз- 


ведешй но-нароо этихъ 22 членовь рална = № быль 


Шри доказательствяй псходять изъ того позоженря, что сумио, пронаведеий 
по-нарно равна полуразиости между квадратомт суммы и суммою квадратовъ. 


УТ. Даль радъ чнеел: 


1,2, 8, 5, В 13, 31 34... 


зъ воторомь каждый члодт, есть сумма двухь предилущих», моказать, что 

`равпость между квадратом какого‘пибудь члена и пронавелотемь тахт чле- 

нот, между которымл онъ стоить, по абсолютной величии равиа единиц%. 
Докавывають, что эта равиость по абсолютной величинЪ--поетояв на. 


„УЛ, Доказать, что уравлоне: 


Убе весах 
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заключаеть ВЪ себЪ слбдуюнуее: 


Приволять данное уравненше въ ращюналулому виду в равлагають обр; 


его части па множителей, 
УЦЕ. Дохазаль, что иеъ шести уравией: 


аа" т 
ат 8 1 
аа" Е НИ 


а ++ 
зая 
рт 


вытекаеть семь слфдующисхь: 


ава -- а" = 0. 
а ами ат” 550, 
вт Ел" =0, 


ола ебу рр олово арии те 


ро ое 
в 


Полагакугь 
аа’ аира 
веру Не =у, 
ити 


и выражають двумя соособами, нольвуясь даииывит соотвошешями, сумиу 

2+ уз =" черезь 2, у, г, Для доказательства послфлилго равенства выпо- 

длтт, изъ данныхь соотаолви!й величиву выражен а? а’? а" урн, 

подъ тожимь видомь, чтобы при замфыф въ немъ а’ па В, х'’ ау и В" на 1" 

сана пезпчина ие измфиллась. 
1Х. Уравнен!е: 


ант 


справедяяво ириг эсякомъ 2 только огда, когда а и В соотявтегвенио разны а’ и В, 
Х. Доказать, что уравиеше: 


+ 
сараведливо при веякомт, д только тогда, когда а==4, В ==, 


Къ этим двум упражиешльм, прилагаетол теорема 8 94-го. 
Х1. Показать, что четыре уравнения: 


Вы 


зоххючають въ 0605 сллдуютисе: 


ас; = ава, + 4, еее, + Фе ве. 
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Искомый резумиать получаетея пит исключен В, #', 1, 1’ изъ даивьхь. 
уравненй. 


ГЛАВА ПЯТАЯ. 


Метод небпредьленныхь коэффищентовъ. 


$ 100. Опредфлене.— Если требуется по нЗкоторымъ условямъ 
составить многочлень, расположенный цо степенямъ данной буквы, 
то пишуть этоть многочленъ, оставляя неопредюленными его коэф- 
фищенты и пногда его степень; такой методъ- наиболье простой 
и наиболфе естественный, ЗатВиъ выражаютъ, что написанный 
многочленъ удовлетворяетъ даннымь усломямт. Текимь образомъ 
лопучають уравнены, въ козорыя эти коэффищенты и вта степень 
зходять, какъ неизвфотныя; изъ этихь уравненй они и опред%- 
ляются, 

Приложимь этоть методъ къ дёленио многочленов я яъ извле- 
ченио изъ нихъ корней. 


1. Двянетв многочивновъ, 


$ 101. Случай, когда двлеше выполняется безъ остатза.— Положимъ, 
что требуется многочлен 9-ой степени; 


Чо а д... Ан 
равдблить ва мвогочленъ и-ой степени: 


Вот ВВ... Вь 


Такъ какъ частное, будучи умножено ва дФлителя, должно дать 
тождественно д®лимое, то, обозвачая черевъ я степень частнаго, 
ваЯдемъ, что отепень этого произведеня будеть (и--а), т.-е, 


т=и-а, откуда а=тр— в. 


Звая же степень частного, мы будемъ знать и число его коэффи- 
щентона, равное («--1). Обозначая каждый изъ нихъ особою 
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Зуквою, можно выполнить проязведеше частнаго на дФлителя. Это 
произведене, будучи эж-ой степени, должно состоять изъ (т-|-1) 
членовъ; приравнйвая ихъ соотв®гственнымЪ членамъ дфлимаго, ны 
получимъ (ж-- 1) уравневй первой степени между (и—--1) неиз- 
эфетными козффащентами, Для опредфлен1я посдфднихъ достаточно 
рёшать (#-я--1) уравнен!й; остальныя же я уравнен!й должны 
удовлетворяться найденными значетяый и будуть условными урап- 
ненйями. 

8 102. Случай, ногда при дёлени получается остатонъ. — Чтобы 
приложить методъ неопредфленныхь коэффищентовь къ разысканю 
частнато и остатка, въ томь случаф, когда дфлеве точно не вы- 
полняется. нужно вопросъ поставать слёдующимъ обравомт; 

Базинн инодчлена, произведене которио на доллипель, будучи вы- 
читено изь дилимало, дветь въ разности мнозочлень стопени низщей, 
чуме дитель. 

Въ этом случа нужно только приравнять своотвётетвеннымь 
членамь двлимаго тв члены этого произведены, степень кото- 
рыхъ не ниже степени я дёлитедя: такимъ образомъ составитея 
+т—п--1) уравненйй (такахь же самыхь, какъ если бы мы искали 
точное частное) для опредвлемя вофхь козффищентовь частваго. 
Разность между дЪлимымъ и произведещемъ дёлителя на частное 
даст остаток, 

8 103. Вычислеше коэффищентовъ частваго.—(м—-- 1) уравнений, 
опредфляющихь частное, предетавляють замфчательный видъ, бла- 
тодаря которому они р®шалтся весьма хегка. Вь самомъ дв, 
‚пусть 


и бат... бые-я-ь .., быь 


будеть неизвбстное частное, Проивведене этого частваго на дёли- 
езя, очевидно, равно 


В.бл”--(В,С,-- Вбр" (В, В, 0, -ГВобу +... 
(вова... В, ВОт... 


Праравинвая же ковффищенты этого произведеня коэрфищентямь, 
Длимаго, получикы: 


Вьб,=А, В.С, ЕВ, =, В,6,-5,60- В б=АЬ... 
В,0,+ 8, 6.4... 48,0, 4+ ВбуеАь ... 


-мт- 


Итакъ, первое уравнен!е содержать одну неизвфотную Оу; опредь- 
лявъ ев, мы изъ второго уравнев!я вычиелимъ (С. которов вхо- 
дить туда только въ первой степени; зная Су и 0,, мы изъ треть- 
ято уравнешя вычиелимь (., которое входать туда также только 
въ первой степени. Вообще, каждое уравцев{е содержить зъ первой 
степени одну изъ неизвветныхь, ве входящую въ предыдупая 
уравненя; изъ него мы в опредллемь зту непзвбстиуго. Такимъ 
образом, С» появляется въ первый равзъ въ коэффищентВ при 
"-® токъ что # первыхь уравнен! не содержать этой неизв®ет- 
ной. Что же касается до (&+-1)-го, то оно содержит (С, въ первой 
степени. , 

$ 104. Приложене.— Граложимъ предыдущий методъ къ приифру. 
\уеть требуется раздвлить 


Че даа Ая, 


НА 
а 


з 


оз 
Частное должно быть четяертой степени, Обозначаемь его черезь 


ааа ид и ты; 


соетавляемьъ произведеве ето на дЪлителя: 


28 (о тора Е т, Е толя -Ё (ати Е рита 
+ аз, Ри, (ту рые вт,. 


Приравнивая тф члены этого произзеден{я, степень которыхъ выше 
единицы, соотв тетвеннымъ членамъ дфлимаго, получиемъ для опре- 
дфленя м, ок, т» вы ураввеня: 


рт д, а-рь, тие Аь ти иь вы = 4» 
ато, == Я. 


Изъ перваго опредёляемъ эн; ИзЪ второго, зная ‚, опреджляемъ 
и далфе, ивъ третьяго—-т.; и, наконещь, изъ четвертаго--рь, Ме 
трудно замфтияь, что этоть методь приводить къ тмъ же самымт, 
вычисленямъ, что и методь, язложенный въ первой части. 


|. ИЗВЛЕЧЕНИЕ КОРНЯ #{-0Й СТЕПЕНИ НЗЪ МНОГОЧЛЕНА. 
8 105. Обшй методъ.—Пуеть будетъь данъ многочлен: 
Ад Ааа ЧИ... А», 
бозначавыь корень м-ой степени изъ него черезъ 
Вил-- Вт --Ви |... Вь. 
По опредфленю должно существовать тождество; 


(ВВ Ви. 
Ди Аа де... 


Такъ какъ обЪ части должны быть одной и той же степени, то 


необходимо, чтобы 
Елин. 


Итакъ, если р не есть крозное зн, задача невозможна. Вели же р 
й 
дВлится на т, 10 степень искомаго многочлена будеть 2. сл®до- 


: 1] 
пательно, число его козффищентовь равно (2+1) . Можно этот 
ногочленЪъ яозвысить въ и-ую степень; тогда составится много- 
чденъ степени р. Прираваивая (2-+ 1} перзыхъ ето члевовъ 60- 


отвфтотаеннымь членамъ даннаго многочлена, получимъ (2+1) 
уравневй для опредёлевя неизвфетныхь коэффищентовъ. Найден- 
ными вназовями должны удовлетворяться уравненгя, выражающя 
равенство между остальными членами, если только задача — вов- 
можна; это—уравненя условныя, 


$ 106. Вычислене нозффищентовь исномаго корня.— [Е + 1} урав- 
ен, опредфляющихь этоть искомый многочленъ, представляютъ 
замфчательный вид, благодаря которому они решаются весьма 
легко, Въ самомъ дви, въ равложен!а: 


(Ва Вы ВиРЬ.. Вы... В, 


дв д равно -, члеяъ съ д? содержить только В,"; члевъ съ 47-1 
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содержить Ву въ (м--1)-ой степени и В, въ первой степени; членъ 
съ 27? содержить В, В, и В,, при чемъ эту посяъдаюю нензвЪет- 
ную только въ первой степени. Вообще, Г не входить ни въ 
одияъ члешь, степень котораго выше (»›—й) и оно входить въ пор. 
вой степени въ козффищенть члена съ 2”. Сльдовательно, первое 
уравнеше В,“ = А, дветъ 3, поередотвомь иввлечен!я корня; вная 
ЗВ, мы опредёлимъ В, изЪ второго уравневя, куда оно входить 
только пъ первой степенв; зная В, и В‚, мы опредблимь В, изъ 
третьяго уравненя, куда оно входить также только въ нервой 
степени. И, вообще, мы опредфлимъ В» изъ (-|-1)-го уравненя, 
куда оно входить только въ первой степени; дфйствительно, въ 
разложения тольно членъ съ 47 содержать Ву; этоть членъ есть 
эВ’ Вия)", 

Въ частномьъ случа, этоть метод легко прилагается въ извле- 
ченно квадратнаго корня изъ многочлена. 


ПО ПРилОЖЕЕ КЪ ИВКОТОРЫВЕЬ ВАДАМАМЬ. 


$ 107. Задача 1.-— Нани необжодилиро зависимость между р и 9, 
чипобы пирехилень 


ы 
а р»--а 

дълилоя на квадреть двучлена (2—2), выбраннело надлезелцимь обра- 

зомь, 


Цусть (&--8) обозначаеть частное оть этого дБлешя; въегакомъ 
случаВ 


а?-р-ае-- «деву — зав (е--В) 


Не дибди-- 27, 


Такъ какф это—тождеетво, то 


ВиО, 2- доза р, и, 


Вамвняя въ этихъ двухъ посябдиихь уравненяхь 8 его значенеыъ 
2, получаемымъ изъ перваго уравнонйя, находимт: 


2—4 или & У->=, 


2 
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Исключаемь, наконецт, « изъ атихъ двухъ уравненй: 


уз 
«=\и-®) „или 4р7-|- 274°==0; 

Танимъ образомъ искомое услоше найдено. 
$ 108. Задача П.-Опредьминь коэффиийенты: т и п такимь 


образомь, чтобы выразжене . 


эта? — (ий Знай --(ий-Е влтдх — Зтй9 


зредствьляло полный кубъ- 
Для этого необходимо приравнять тождественно данное выра- 
жен!е кубу двучлена (аз-- В), т.-6. многочлену: 


аа За? За а--В", 
что даеть уравнен!я: 
т=а*, — (2-8) = 3478, ий бин ==3а6', — Зв =. 


Изъ двухъ послёдвихь получаем: 


а отя 9+6 
ЗИдивия ЗУ 


ИИ 
й — Узи, “4 


Опредёлявъ такимъ образомъ а и $, мы должны считать остав- 
шяся два уравненя условными. 

Если подставить туда ив мфсто д и $ найденныя значешя, то 
эти уравнешя обратятся въ слдуюния: 


(и ви) 
т 97. о, @) 
(нии) 

= 


Освобождаемся въ послФднемь уравнения отъ знаменателей и пере- 
носимъ воз члены въ первую часть: 


и\ — бий 7 =0, 
или 
(и? 31 =0. 
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Отсюда получаемь единственное значене для и: 

п. (3) 
Это зналеше, подставленное въ уравнене (1), обращаеть его въ 


тождеетло, Олдовательно, искомое услове приводится къ соотно- 
щенно (3), и предложенный многочлен будет кубомъ выражен: 


з/т—т Ут, 


въ чемъ 56 трудпо удостовритьея. 


КОНСПЕКТ. 


$ 100. Метоль неопредфленныхь коэффищепчовь прилатаетси къ толимь 
вопросами, в, которыхь хребуекоя составить многочлень по изноторыху уело- 
з\лнь— 8 101. Призожене этого метода вх теоры дёльшл въ случай, вогда 
дфлеве солермдезен без, поталка.—$ 102. Случай, вогдь тробуелея найтв 
звиетое и оетатонт.—8 103. Уравнени, каз приходится уфиатв въ этом 
сзучаЪ, ве5-первой степени съ одною недзвйетною.—8 104. Приложеше кк 
приыру.-8 105. Прпаожен этого метода къ разыюналйю порня т-ой огонетиг 
изь многочдона.-8 106. Уравяеши, калци приходится ршаль в% этом охуча, 
вс первой стеневи ет одною неизв\етною.—85 107, 108. Приложене метода, 
иеопредваеплыхь коэффищентовь кв умиемю фкоторыхь задачъ. 


УПРА ЖНЕНЕЯ. 
1. Байги условя, при которыхт меогочлеят: 
дах — враз -- 4022 + Зов - 0 тт 


быль квадратовь маоточаена, дфлаго относительно #. 
Необходимо, чтобы 


ино, 
1. Овредёлить услов, ири которомь миогочлевъ: 
ду Вл + и -- уф ВР 


быль бы пронзведенень двух зыралимий первой стемени отвосителино 2 и 2. 
Беобходимо, чтобы 


(ВО — ЗА = (В? — 4«АОХТи — ЗАТ). 


м. п. пизожиовь, лгаог, 8 


— 82 — 
ТИ. На освовавш пледыдущаго разложить ва мпожителей многочлены 


27 — лу Пиф — 8. 


Отв 
(2+у—е— пу у. 


ТУ. Предотавить вырыкелйе 4(4*-- 2 -|- 2? - 2 + 1) помь видомъ разноете 
взвадратовь двухь миоточаеноть второй степени, цфлыхь отиовительно 2. 
Оля 
{2 те 2—5 


У. Опрежфлить усховя, при козорыхь выражение: 
@- а — Кар р — 9%) 
было бы квадратомъ многочлена первой столеит оъноситеяьно 2 и у. 
Если @> 6, то нообходино, чтобы в=1 ве Уя— 27, 8—0; мпото- 


а/а—т 


членъ будегь квадратовь = 


@ 


оли а<Ь, 10 пеобходиыо, чтобы # = 


тир 
Миюгочшевь будегт, ивадраломт а а 


УТ. Представить (422 + 2Взу -|- р тодъ видомт, (о -- Вуд" -- (ие - ву. 
Веегда ди это возможио? Одио лли пеколько решений? 
Везчисленное множество пЪиенй. Чтобы они быхи вещестаенпыми, ие- 


обходимо, чтобы 


А>0, 9>4 46> В’. 


УЛ. Продотавать (42° -- В Валу +- Зву 19) поль нидожь (аз 4 ВУ 
2-8. 

Приравиник тождественио другь другу оба миогочлена, арипималтл, за, 
зопомотвтельную пелевфстную © ==а5 — Ву, вычиеллють выражешя: АО-— В?, 
ВР — 0, АР ВО в, намонекь (АД Во —4(А0-— В ВР 0; мо 
побефщнев выражен!е раво о‘, отьуда узнается «. Изъ остальнихт зыраже- 
йЙ позучають ар, 88 и 26 -- ро Посл этого не трудио получить о, В, ти 5. 


ЕНИГА П. 


Чеор1я пропзводныхьъ. 


ГЛАВА ПЕРВАЯ. 


Составлеше произподпыхь явныхь фуннщ@ огь одной 
перен ииой. 


Т, ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЯ ПОНЯТЯ. 


$ 103. Опредфленя, — Когда перемёняая у вазиеить отъ другой 
перемённой 2 такимъ образомъ, что каждому произвольному вна- 
ченцо д соотатствуеть единственное и опредфленное значене у, 
то говорят, что у есть фунющя отЪ д; эту зависимость обозначають 
символомъ: 


у==К2). 


Количество х называется независнаюю перелиинною, потому ато ему 
можно придавать по произволу какой-угодно рядъ аначенй., 

БКогда перемфнная х получаеть два значеня: в и а-- №, 10 в 
чазылаатея ириролценень этой перемфнной; функщя въ этомъ случа 
приметь два воотвЪтохвенныхь вначеня: /(а) и Ка-{- 7); лоложи- 
тельная или отрицательная разность: /(а--*) —[(®) навывается 
соотвЬтотвеннымъ прираценень фунющи. 

Фунющя — непрерывна, ввли № можно придать на столько малое 
значене, что нририщене функти будеть сколь-угодно мальших. 
Въ этомъ отдёлв будетъ говориться только о непрерываыхь 


фунющяхе, 
Г 
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$ 116. Разложеме цълой функши /(#--#) по стеленяиъ 2.—Много- 
члент, цёлый относительно буквы х и обозначаеный въ общемь 


видЪ посредетвомъ 
Кд дам Аа 4 Дата 4... аи... Ан, 
послф замъны въ немъ х ва 2--}, обратятся въ: 


Ка) Ада-Ни 4- Ао -ы- ,.. дем... А. 


Если теперь раскрыть каждый членъ по формул бпнома, и распе, 
ложить песь многочленъ по восходящимь степенямъ 1, то получимъ: 


2 Г 
И „тбл. й 


, . 

д яж] тб" 

У Сы 

У 
" . р : 


2] 


Зов а путь ОА, 
. . 1 


4, Аи! | 
Аа | |. 

Члены, не зависян(е отъ 1, т.е. таке, къ хоторымъ приводится 
все выражен!е при 2—0, образуют, какъ это и должно было слу- 
читься, заданный многочлен. Кооффишенть при й, представляющий 
многочлень (я-—1)-ой степени относительно 2, есть ироизводная отъ 
заденнаго многочлена; и если многочленъ обозпаченъ черезъ {(л), 
то производная обыкновенно обозначается черезъ ["(). Козффи- 
щенть при 2, предоставляющий иногочленъ (ж—9)-ой степени, есть 
вторая призуодниа отъ заданнаго многочиена, она обовначнется черезт, 
2((5). Точно такъ же козффищенты при и ... ея из Пред- 
отавляюще мяоточлены все низшей п низшей степени, суть яшейтья, 
чемвертал,..., и-ая производная оть заданнаго многочлена; ихь 0обо- 
значалотъ черезъ /*(х),..., Г" (2). Согласно съ этими обозначенями 
предыдущее рнзложеню можеть быть написано въ слфдующемь 
вВиДЪ: 

Ка-но=а-Ние-- о А а-- .. 
р 
ет 
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Кашдый изъчиногочленовт: /*()), {\(#); ["®),..., Г" (8) выводится 
изъ предиествующаго по одному и тому же весьма простому закону, 
Въ вамомъ д®лф, разематривая многочлень: 


Рот" в — ПА и), РА -ь 


замчаемъ непосредственно, что для 610 соотавленя нужна умен 
нить не сдиниму показателя пизюдио изь членовь [(®), & козффи- 
зщентия улнолеить ни сооталттенвенныть неуменушенныть показателей. 
То же относится и къ многочленамъ: {/(х), Г"), .,, ‚ то, 1) 
воть производная отф /’(2), /"{а)—озъь { (2), и т. д.; поэтому {' (2) 
и называется вророю производное оть [(2), ["(т) — оцитиею произ: 
водною, и т. Х. 

Каждая изъ производныхь--низшей стенени, чёмъ предыдущая, 
такъ что иная производная отъ многочлена и-ой степени ееть ве- 
личина поетоянная, и (ж-- 1)-ой производной уже не существуеть. 

$ 1И. Свойство производной отъ цфлой фуннши.— Только-что даннов 
оиредёлене производяой прилагается только къ иёлымъ и рашональ- 
вымь многочленамь, по, несмотря на это, мы выведемъ изъ него 
одно важное свойство, которое зазфыъ и примемр за опредблене; 
это второе опредфлене даст возможность распространить поняе 
производной на зыраженя другого вндя, 

Обозначия черезъ (2) многочленъ, целый относительно х, МЫ 
можемъ написать ($ 110): 


Жо = аи 


о 
аля), 


откуда выводимъ, что 


ею 
ТВ 


т ое РН... 


Если теперь мы стонемь № подводить кт нулю, оставляя х; безъ 
изитаешя, то вторая часть равенство, очевидно, будеть имёть 
предвясмь Х'(2); слёдовалельно, и первая часть будеть стремиться 
къ тому же предвлу, т.-е 


вое", 


Элоть результать можно прочесть слёдующимъ обравомъ: 
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Прюизводная оть мнозочлена Е(2) есть предияь отношевя при- 
раценя Р(и-Н№)-— Еф) мною мноюцасна зь приреяценио № пвремьн- 
ной, кода это повльднее приращене безпредьльно убивенииь. 

$ 2. Новое опредълеше производной, — Тредыдущее свойство въ 
послфдующемь изложеши мы и будемь привиуать за опредблен!е 
производной, т,-е. будемъ опредфлять ве такъ: 

Производною какой-нибудь непрерманой фуннйи называетол пфе- 
дюль, о которому стрелиипея отношенее приращеня этой фуннийи 
жъ приращению перемьнной, кода это послиднее стремится ки иуаю. 

По предыдущему это опредфлеве прилагается къ цфлымъ 
фунющямъ; кром® того, оно даеть возможность распространить по- 
нят{е производной ва какую-угодно функиио. 

Можно спросить, будеть ли имьть производвую кекая-угодно 
непрерывная функщя { (>), Сначала мы отвЗтимь на этот вопросъ, 
въ слёдующихь лараграфахь, относительно производныхь отъ 
плавныхь функцй; мы докажемь ихъ сущаствовеше 4 ро#е7094. 
Кром того замётамъ, что если функщя-иепрерывна, то уравяе- 
ве у=/хл) предотавить непрерывную пловкую кривую, отнесен- 
вую въ двумь прямоугольнымь осямъ; въ аналитической же 
геометрии доказывается, что проязводная есть (2 угла, образуемато 
въ осью 0х касательною къ кривой въ точк% (2, у), И такЪ какъ 
непрерывная кривая иифеть вполнф опредвленную касательную, 
то сама функцы будеть имёть производную. 

Производная отъ какой-набудь фунющи воть новая функция, 
которая также будеть имёть производную: это—-вторая производная. 
Производная отъ этой посляной есть трелья производная, и т, д. 

Мы начнемъ съ равыскавя производныхь оть двухь весьма 
простыхъ функли: а” и 108%. 


|. Производныя отъ д“ и отъ 10. 


$ 3. Производная оть а7.-Тройзводная оть д”, по опредьлевио, 
есть предфль отношен!я: 
‚аи, 


й 


когда # стремится къ нулю, А такъ какъ 


ао — 1), 
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то для получена искомой производной нужво отыскать предфль 
отношенйя: 
2—9) 
в ° 
Полагаемъ 


#—] 


При 1 веевма маломъ а” весьма, мало отличается отъ едиявцы ($ 73), 
& елёдовательно, » д®лается весьма больлимъ. Когда № стремится 
къ нулю, и стремится къ безконечности. Изъ послёдняго равенства 


зытекаеть: 
1 


п’ 


@=1-- 


беря логаривмы отъ обфихъ частей, получавмъ: 


Мова-=Ю8 ( + =) В 
откуда 
ве 


и Тока 


А въ такомъ случав предыдущее отношене мы можемъ написать 
ВЪ видъ: 


здВеь числитель не содержать и, поэтому достаточно отыскать пре- 
дВль знаменателя. Преобразовываему его: 


зщов(1 + 


: й 1" 
при безпредвьльномъ увеличена и выражен!е. (1+ 2) стремится 
КВ е и, сл®довахельно, 105 (1+5) стремится дъ 1056; вс6 же вы- 

2705 е 


„Это и еоть про- 
ов (1 + 


ражена 


[о 
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Можно замётить, что основане системы, въ которой взяты ло- 

тариемы, пока не было задано; поётому, выборъ его не повлтетъ 
., 05а 

на результать; дЪйствительно, отиошене а яе зависить оть 

ословавя разсматриваемой системы (8 85). Если предположить, что 

хлотаривмы взяты въ неперовой системъ, то 1обе==1 и производная 


напишется зЪ такомЪъ видь: 
(= 


Итак, производная оть показательной фунныйи получается постед- 

стиомь умнозвеня этой фунишы на ноперовь злюривмь основотяь 
Для функции е? послВдняя формула еще боле упрощается, такъ 

какъ Ге==); слФдовательно, иронзводная оть е* есть сала фуниия: 


аа. (2) 


(27 = 9. (3) 


$ 14. Производная отъ 105х.— Производная отъ 1082, по опредф- 
лен!ю, есть предфлъ выраженя: 


ю8(#-- В) — 1085 =105 (= 
поэтому 


й 
СЫ (+; ) 
ие о. . 


|. + 
Полагаемъ теперь ь =; ВЪ такомь случа, когда й будет отре- 


митьоя къ нулю, и будетъ стремиться къ со. Изъ этого равенства, 


Е : 
зыходить, что ==-„, и выражеще, предфиъ котораго мы ищемь, 


парейдеть въ слфдующее: 
1 
(1+ — 
1 1 
7 ы Е оз) 


п 


РА 


Въ $ ИЗ-нъ мы ивдёли, что пря в, стремящемся въ оо, юв(#+ 1)" 
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будетъ имфть предфломъ 1о5е. Сябдовательно, предфлт (1 ту 


1юще 
ест т, что и представляеть производную оть 10, Итакъ, 


(9 


гдф МИ обозначаеть модуль системы, въ которой взять логариемъ 
оъ 2. 

сли данная фупшетя есть неперовъ логариемъ ость х, 10 М== 
отеюда заключаемъ, что 


(шут. (5) 


Найдя производныя двухь простёйлахь фуякди: 1о5х и а“, ны 
хедимъ ифеколько общих правиль, по которымъ мы составимь 
производныя отъ боле сложных выраженй. 


ПЕ ОвБщия НРАВИЛА. 


$ 115. Производная отъ суммы. — Пусть в, о, о—тавя фудющи 
оть 2, производныя оть которыхъ м’, т’, в! — извфелны; яроиз- 
водная оть суммы: 


инф 
будеть сумма: 


—м. 


е- 


Въ самомъ ДЬЛЬ, если мы обозначимъ, вообще, приращея!е на- 
кого-нибудь количества черезъ А и справа припишемъ букву, 
пвображающую это кохичество, то въ то время кажь перемъвная 
получить прирощене Ах, фупкщи: м, о, в получать соотвётетвенно 
приращеня: ди, до, Аш; приращение же сумиы (и ›—), очевидео, 
будеть: 

А 


40 — 400; 


отсюда заключаем, что отношеве этого приращеня къ ирираще- 
но Ах перемфнной выразится черезъ 


8 
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и, слздовательно, предвломъ булеть имфть: 


ие, 
что и требовалось доказать. Итакъ, 
(ион —. (8) 


$ 116. Опредфлене функши отъ фуннщи.-— Вообще, леною фувкщею 
отъ переманой называютъ результать точао опродфленвыхь дЪй- 
сть, выполненныхь надъ этою перемЪаного. Такъ, наир., 


2", ЮвУТ-Еат, ов, а 


суть функци оть ж. Замвтимъ, что чиело послёдовалельныхь дфй- 
слвй можеть быть сколь-угодно болышимъ. 

Пусть м обовначаеть какую-набудь фрикцио оть 2; если выпол- 
ить рядъ дфйстый надт количествомъ и, разсматривая его ивкъ 
данное, то результать указанныхь дъйетв И, по предыдущему, есть 
фунюшя отъ и; а тажь кажь м само весть функщя отъ х, то этоть 
результать воть функийл от» функии. 

Понятно, что при заыфнв и его выражегемъ черезъ х фунишя 
отъ фунющи обратится въ обыкновенную функцию. 


Примёрь: 1) (= 


можеть быть разематризаемо, или какъ фунющя оть фувкши, т,-е, 
кокъ кубъ =”, или же какь простая функшя 47, 


2) Тов ==аЮна 


можеть быть равематриваемо, или какт фуаниия отъ функц, т.-в, 
какъ логариемь фувкщи а”, или же какъ простая функщя первой 
стелени 21050. 

Повтому, вели даже ве выполнять преобразован, аназогичныхь 
предыдущимтъ, то по существу функщя оть фонкыи вичбыъ не 
будетъ отличаться оть тёхь функ\Й, которыя зависять непосред- 
ственно оть гладвой перемфнной. 

$ 117. Производная функци отъ фунищи.—Жели обозначить черезъ 
и функцию $(<) олъ перемфнной х и черевъ чо функцие 4(ы) оть 
перемнной и, то, по предыдущимъ опредфлен!ямъ, ее будеть функ- 
щей оть фувкщи, опредфляемая уравнвняни; 


и— (2), = и). 
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Мы покажем, что если фунющи: о и таковы, что мы оъум$. 
емъ ваять отъ вихъ производныя по зон перемнной, оть которой 
онф зависять непосредетвенно, то мы съумфемь составить пройз- 
водную оть ши Ш 2. 

Въ самомъ дёлЯ, предположимъ, что х придано приращене д; 
тогда для и получится приращен!в ди и для в — приращен дю. 
Пишехь тождество: 


и Е 
де в \ 
По опредёлевю, при Азж, отремящемся кь нулю, ел 


лывть предёлами соотвЪтственно производныя оть зд и от № По &. 


м0 
Что касается д», то хотя м и не есть независимая перемфнная, а 


функщя оть =, изыВнев!я которой завясять отъь изызнен:й х, 20 
вырежене все-таки будеть имбть предЪломъ производную оть 9 
по и. Дфйствательно, вт опредфлени проязводной оть функши 
яичто не указываеть на 10, какимъ обраломь приращене пере- 
эънной отремитея кь нулю; поэтому, если обозначить производныя 
оТЪ № Пи 10 ц соотв тетвонно через 10’ и (и), а производную 
оть м По 2 через, 5(2) и припомнить, что предфль произведея 
раванъ произнедевю предёловъ, то 


= х$ 


Полученный ревультать можно прочесть сяфдующимъ образомъ: 


„Производная функийи оть функции воть произведеще производил 
ото пуовтыяь Ффункуйь образующихь данную, взятыхь, паидая, по 
чвой первминной, оть которой она зависить непосредетаенно. 


$ 18. Приифры: 1} Дань фузкця: 
(=) 


о предыдущей формул здЪеь 


(1) 


&=1, == 


Дия составяеня производной этой фунющи отъ фуякщи нужно, 
какъ мы видёли, ввать производную отъ 2 по и, что будеть равно 
Зи, м умножить ее на производну оть 2’ по х, равную 22, сл®- 
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дозательно, искомая производная будеть Зы ЖХ 2х, нли, посл за- 
мЪны в его значенемь, 


За Жи = 


р 
мы получили бы точно такой ие результать, если бы залили 


фувкцио оть фувиши простыю фувящею 2° ($ 110), 
2} Разомотримъ еще функдию: 


Здесь 


Производная этой функши оть функции есть произведеше бд, 
Лоде - 


=’ производной отъ ори по 4; сядовв- 


проивводной от 57, на 


тельно, она равна 
Зачоде __ Боде 
я к‘ 
Мы получили бы точно такой же разультатъ, если бы воспользо- 
вались разенетвомъ: 


19827 — 51054; 


дЁвотвительно, производная отъ 5102х, очеведно, равна производ- 
ной отъ юрж, увеличенной въ пять разъ. 

Оба предыдущих ярамфра подобраны таким обравомъ, что по- 
лучаемый результать —извфетенъ заранфе; въ большинотв» же слу- 
члевт, правило функо отъ функш пряводить къ соверзщеныо но- 
вымъ результаламь и было бы трудно получить ихъ друримь пу- 
тент, Итемъ, напр., производную оть г”, полагая 


РЕ, == 0. 


'Искомая производная есть произведен!е 2, производной отЕ % пох, 
на е“, производную отЪ в“ по в: олЪдовалольно, она равн% 


Зее”, 
$ 19. Обобщене.— Можно обобщить правило фунющ! оть фуакщА 
и распространить его на выражен]я, зависяпия оть перемёаной 2 


посредством» нфекольвихь пронежуточныхт функц. Въ самомъ 
ДЪЯЬ, полатаемль: 


и=%(), ==, ш=Ко, е= и) 
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и ищемъ проазводвую от 2 по %. Пусть да есть приращеве, при- 
даваемое д, и пусть ди, 0, лю, 5 будуть соотвтетвенными при- 
ращетями для в, ©, ш, =. Пишемъ тождество: 


42 _ 642 м № №. 
45—08 


когд 4% стрематся къ нулю, то первая часть будеть имть предф- 
ломъ производную отъ 2 по д, а множители второй части будуть стре- 
миться къ производнымъ отъ функщИ: 2, 0, %, и по тфиъ перем%н- 
ным, оть которыхъ эти фунеци зависять непосредственно. Отсюда, 
захлючаемъ, 110 производная оть = по № есть знанже произведено, 
получаемое оть перемножейя проилодныхь ризаичныть фунний: 
2, №, 5, и, ваятьть каовдан, во той перемпнмной, оть которой она 
зависить непосредотвенно. Такимъ обравохть 


Ех ра} Хх (и) Хоа. 


® 


$ 120. Проеизведная отъ произведеня.—Пуеть м, 9, в, .. - обовни- 
чаютъ фунюши въ какомъ-угодно числб и пусть 2 будеть ихъ 
произведетемъ, отъ которато требуется найти производную. Беремъ 
логариемы отъ обфихь частей равенства: 


= 


#=н.9.1...; 
получаем: 
Зое юн ово Юве... 


Беремъ теперь производныя оть обфихъ Частей послВдняго равен- 
етва по правилу функш оть функий ($ 17), обозначая при этомъ 
производныя оть д, и, +, 10,... соотв тетвенно черевъ 2’, №, 3’, 10’, 
получаем: 


5 


откуда 


умножаемт, наконець, обф части полученнаго равенства на 2, или, 
что то же самое, на ито 


Уи. (3) 


Итокъ, производная отъ произведеня есть сумма промзведенай, по- 


=... и Но 
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лучаемыхь оть умножещя во посльдовительномь порядкь производной 
каждео мномештеля на эроизведене веъль остальнахь множителей. 

Если какой-нибудь множитель — повтоянная величина, то его 
производная равна нулю, и въ проазводной оть произведевя со- 
отвфтетвенваго чиеня не будетъ. ‘'Гакъ, напр., производная оть Аи 
вать Да. 

$ 121. Производная отъ частнаго, — Пусть в и о будуть двЪ 
функщи оть х, а 2— ихь частное, оть котораго требуется найти 
производную. Беремъ логариамы отъ обфихь чаетей равенства: 


получаемь: 
105% == 105 — 109ъ. 


Веремъ теперь производныя отъ обфихъ частей послфдняго равен- 
ства, пользуясь предыдущими обозначенями; получаемъ: 


026 ‚1086, 
ит, т, 


откуда 


или, наконедцъ, 
а. (19} 


Итакъ, производния оть чаетнеио получается поередетвомь умно- 
эвемя знаменинеля на эроизводиую числитоля, зазньмь числителя ну 
производную знаменателя, п дълешя разности этиль произведений 
на квадралиь знаменателя. 

$ 122. Производная отъ степени, — Пусть в есть фубкщя оть х 
й и показатель, цвлый или дробный, положительный или отрица- 
тельный; обозначимъ череаъ д степень в" и отыщемъ ея проиа- 
водную. Беремъ логараемы отъ объихь частей равенства: 


=; 


получаем; 
}082==йови. 


Беремъ телерь произаодныя оть обфихт, частей посийлняго равен- 
стае, пользуясь прежними обозначеняый; получавмт: 


откуда 


ини, наконец, 
и, {11) 


Итакъ, производная оть степени камой-нибудь фучииги получается: 
поереденвомь умноженя яроизводной оть разеленриваелой функии 
на вя показателя 4 на ту оке функцию въ стенени на единицу низюе. 

Замфчане |, — Въ влуча и» дВлаго это правило можеть быть 
зыведено изъ творемы функц отъ функц; дЪйствительно, если 
« есть фувкшя отъ <, то и" веть такая функщя оть функщи, 
оть ноторой производная по и намъ известна (8 110): она равна 
пен —1, 


Замфчаше И.—Если въ предыдущей формул положить в==а, 10 
получится производная отъ д”, равная лис”-'. Слдовательно, эта 
производная при ж цфломъь выражается тою же сашою формулою. 


Слёдотве. — Вели Ув. то цишуть: 


и прилатають предыдущее правило: 


иди 


м 
Уз 

Итакъ, иронзводная оть квадралянаю корня изь никоторой фунюши 
получается посредотволь диленя производной оть этой фуннии на 
‘удвовнный корень, 

$ 123. Производная отъ ”. — Раземотримь, наконень, выражен 
болфе сложное, въ которомъ и показатель есть фунищя оть пере- 
мвнной т. отыщемъ производную отЪ в”, дв и и, и э- кавя-нибудь 
фунющи отъ х. Полатавмъ 


(2) 
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и беремъ логариомы оть обфихъ частей этого равенства: 
1овё =06, 


Беремъ теперь производныя отъ обфихъ частей, пользуясь прави- 
ломъ для производной оть произведен; получаемъ; 


ее, оби, В 


(Ви в 
аи) 


Примбръ.—_Всли Положить 2=2, и==2, то фувющя 2 обратится 
вЪ 47, и производная будеть: 


откуда 


. (13) 


105 
+). 
$ 124. Прилощешя предыдущихь правилъ. — Предыдупия правила 
дать возможность составить производную отъ давяой алгобраиче- 
ской функщи, какъ бы сложна она ни была; приведемъ нёоколько 
примфровъ. 
1) Найти производную оть функщи: у == УТ. 


Нолагаемь 


2) Найти производную отъ фунющи: УЕ. 

Мы можемъ разсматриваль это выражен!е, какъ дробь, и воеполь- 
зоваться призиломъ 8 121-го; 
Е ИИ ВЫ 
(у ба" ° 


у 


Данную дробь можно было бы разематривать еще какъ я-ую 


отепевь - и воспольволаться правиломъ $ 122-го: 


1 
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Е 
= мы 


=# Иан 


что вполнф совпадаеть съ предыдущимъ результатомъ. 


3) Найти производную оть функция: уый 


Полагаемъ 
=и 
тогда изъ равенства: 
у=ув0 
по $ И8-му получаемъ: 
‚_— Юе 
у=-Р. и. 


Чтобы отыскать (7, нужно приложить правила, дапныя въ 88 121-0\Ъъ 
и 122-0мт. по намъ мы даходимъ: 


- —И=9у : 


и, слфдовательно, 


4) Пусть, наконець, у==е, при чемъ догариемъ взятъ въ 
систехВ Непера. Найдемъ: 


у (Е -). 


м. в. ПиРОИекОвЬ, АВРЕБРА. 7 
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ТУ, Пеоизводныя отЪ КРУГОВЫХЪ ФУНКШЙ, 


$ 125, Производная отъ зпл.-—Проиаводная отъ функши эх, по 
опредфлев!ю. есть предёлъ отвошеня: 


чи — ча 
—ъ . 


Изь тригонометрии зне извфетяо, что 
: . .й А 
зе-Н®) — чих а=2ып 3.603 (=+5} ; 


слБдовательно, 


Аа 
Бра) ы ‚зат сов -+-5 55) 


й л ( О ) 


А такъ какъ при весьма маломъ # отношеве синуса къ <оотв®т- 


ственной дуг стремится къ единиц й кромЁ того вв («+ 


безконечно приближается кКЪ 03а, то предыдущее выражеве будетъ 
аыбть предфломь 603. 
Итакъ, производная оз зшт есть 6092, т.е, 


(стау == 608. {14) 
$ 126. Производная отЪъ с0$2.—Изъ равенства: 


Г 
6032 = з(1 _ 2} 


вытекаеть, что 05% можно разематривать, какь функаию отъ 
функщи. Примваяя правило 8 Н7-го, находимъ: 


(6032) ==605 ( 5 —#) (; —«) = _ сз й —=) — их. 


Итак, пронзодная сть 6055 веть —— за, т.е. 


(с032)' = — па, (15) 
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$ 127. Производная отъ фапех.-—Прилагая къ равенству: 


(8) 
соааЕх= 
правило $ 121-го, находим; 
(17) 
Итакъ, иронзводная ознь сияла веть — ==. 
$ 129. Производная отъ зесл.-Такъ какъ 
Зо р» 
то 
‚ — . 51% 
{вед = (608—1) 605-22-51) ре (18) 
В] 
Итакъ, производиан ознъ вех веть сот 
$ 130. Производная отъ е056сх.—Такъ как 
овес 
то 
и: ‚ а г05а; 
(возес) == (1 = — вии сона == — 09. {10} 
зи 
Ихакъ, иронаводнал оть бовсех веь— я ах" 


$ 131. Заифчане.— Мы принимаемь, въ предыхущихь парагра- 

Ффахъ, что дуга д измбрявтся ел отношешемъ къ ражусу круга, 

часть котораго она составляеть. Въ самом дЪлБ, только при та- 
у 
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комъ предноложеши можно быдло сказать, что отношене сивусз 
къ дуг стремится къ единиц, когда дуга безпредёльно убываеть 
{$ 125}. 

$ 132. Опредфлене обратныхь функий. — Всяк разь, когда двъ 
перемфнныя, хи у, связаны тацижь обравомъ, что по данному 
значенио одной изъ них опредфалется значене другой, оя№ на- 
вываются фувкшями одна оть другой; дв ташя функши назы- 
ваются обратными. ‘Гакъ, напр., вели у=а”, т0 х==бау; ЗАЬ, 
каждому значеню х соотвфтетвуеть опреджленное значен!е покзза- 
тельной функди у и каждому значетю у соотвЪтствуеть опред$- 
ленное звачен!е логараемической фувкайи х. 068 функщи, у и з— 
обратны одна относительно другой, Напр.. еще: синуеъ дуги есть 
функщя этой дуги и, обратно, дуга есть функщя синуса; дЪйетвя- 
тельно, каждому значенно сивуса соотвтотвують опредбленныя 
значеня дуги. Эта функщя обозначается посредствомъ символа: 


агезх; 


читать его нужно такъ: дуга, сивусъ которой есть 2. Опредфлимъ 
производныя отЪ оброиныхь круювыхь функций ахезща, ато со$х, 
агс {алех, 

$ 133. Производная отъ атс зтх.—Полагаемъ: 


уме зшх 
и ищемъ производную отъ у по х. Изъ этого уравнения вызодимъ: 


= му; 


беря производных отъ обЗихъ чаетей по х, при чемъ ко второй части 
прилагаемъ правило функ оть функ, находимъ; 


1=с03и Ху, 


ВДВ у’ обозначаеть производную отъ у по х. Сяфдовательно, 


Е. 
у соб 


4 такъ какъ эту равно х, то в05у = == 1- 
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Итакъ, производная оть ате зе веть 


=И:- 
$ 134. Замфчане. — Можетъ показаться странвымъ, что яско- 
мая производная выфетъ неопредёлевный знакт. Въ этомъ случа* 
нужно замфтить, что знакт, знаменателя есть знакъ созу и что 
одному и тому же зтх соотвфтетвуеть безчясленнове множество дуг. 
изъ которыхъ ода имЪютъ коеинусъ положительный, & друмя 
отрицательный, Эти различныл дуги имЪють развыя производныя, 
при чемь, понятно, каждая изъ пихъ иметь только одву произ- 
водную. Слфдовательно, чтобы взять производную отъ дуги, синусъ 
которой есть 2, нужнб укавать тотъ квадравтъ, тд оканчивается 
разематриваемая дуга; и если дуга окавчивается въ первомъ ихи 
четвертомъ квадравтЪ, то берется --, а еслв во второмъ ила 
третьемъ, то, 
$ 135. Производная отЪ ат0с0з2.— Полагая 


У = ас с05х, 
выводимт, что 
&=005у. 
Беря произволныя отъ обфихь частей, получаемъ: 


1=— ужи. 


откуда 


(20 


9 зуня 


Итакъ, яроизводная оть аге созт веть - и 
= —# 

Въ этоиъ случаВ знаменатель есть аналеве эту, т.-0. синусъ 
дуги, оть которой ищется производная, Сяфдовательно, нужно взять 
ето со внакомъ -, если дуга оканчивается въ первомъ или в0 рто- 
ромъ квадравт®, и во знакемъ —, если дуга оканчивается въ 
третьемъ или четвертомъ квадрантв, 

$ 136. Изъ предыдущаго видно, что объ фупкщи; атечтт а 
86с05х ИМ®ЮТЬ или равныя производныя, иля рапныя, но съ про- 
тивоположными знаками; не трудно зам тить, что это такъ и должно 
быть: въ самомъ лёлЪ, если у обозначаеть дугу, сввусъ которой 
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зеть 2, 10 (+) : (/— 7) будуть имВть одинъ и тотъ же ко- 


синусъ, равный х. Итакъ, 


э — ас лх == 21с605% 


ас 5х — д 25 1660Д, 
Отсюда овакмочаомт, что въ вавиеимости отъ звачевя, приписы- 
вавмаго дугф, косинусъ которой веть х, ая производная или будетъ 
равна пройвводной отъ агс ях, или будеть отличаться отъ послёдней 
ТОЛЬКО ЗНакомЪ, 

$ 137. Производная оть агофапе».--Полагая 


у==аге 418%, 


зыводимъ, что 


= {апбу. 


Беремъ теперь проиаводныя отъ обфихъ частей: 


откуда 
(22) 


У-ооу- праяяу 


1 
Итакь, производная отъ зкбапвх веть ся 


Мы видинъ, что фунющя агефаанх иметь только одну произ- 
водную, хотя данному тангенсу соотвётетвуеть безчисленное мно- 
зкество дуг». Происходить это оть того, что веё так я дуги заклю- 
чаются въ формул; 


ии-ру, 


тд® у обояначаетъ одну изъ нихъ; отеюда понятно, что каждая изъ 
лить будеть имфтЬ ту же производную, что и у. 

.8 138. Таблица производныхъ. -— Такъ какъ необходимо знать 
основныя формулы исчисленя производныхь, то мы предотавных 
изъ въ видВ слфдующей таблицы: 


ужа, 
зу), 


(2) =). 
у =.) Е И). 99. 
ча. 


9 У тюда, 
10) ума 
11) у-= 003%, 


12) у=мивл, 

13) у= соалит, 
14) у-= зем, 

15) у==еозесх, 
18) у==аго за, 
17) у= м6 605%, 
18) у= зб бала, 
19) у — ак ох, 


20) у== аке 3002, 


21) у-=тосовох У 
У —1 
совета. 


22) у = Юр чих, 
38) у=1юв вот, 


24) у= ов ола. 


25) у —108 ‘ада! 2, 

Въ производныхь оть атевтх и а7с6036сх радикалъ имфеть та- 

Кой же знакъ, какЪ и возу, въ производныхь оке ОТЪ 816008х й 
8г6800х радикал имфетъ знаюь зшу, 
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КОНСИБЕТЪ. 


$ 109. Опредвлошя.—8 100. Разложенуа пфлой фунилик Дж--й) по степеняну 1; 
опредьлен]е проневодной огь цёлой фувицн.—$ 11. Это производная есть пре- 
дЬль, въ которому стремится отпомев{е приращеня фупкщи къ приращенио 
иеремёниой, когда это послфднее стремитея къ пулю.--$ 112. Эсо снойство елу- 
житф опредызенехь производной отъ какой-угодно фунвиш: послфиозательныя 
производных. —8 ИЗ. Проиаводвыя отъ 4”, оть 8 4. Проводы оть ори, 
оть 12.—8 ПБ. Производная о1Ъ стымы.—5$ 116. Опредфлене фуцкщи отъ фувк- 
це приыфры,—8 17. Пропзводпая функ Чи оть фупкни.—8 118. Пражфры.— 
8 19. Раснространене ва, богЬе оби случай. —8 120. Проианодван отъ чро- 
пвиедел!.-8 121. Производвая оть частваго. —8 122. Производаая отъ степени; 
иризожене къ квадратном корию.—$ 123. Проязводнал отъ м”, тлф и нэ 
фувкин оть 2—8 124. Приложещя предыдущих. правилт.—8 125. Проивволная 
оть $их.—8 126. Производная оть с05х.—8 127. Проазводиаа 075 ‘апех— 
$ 128. Производная оть сошпря.—8 129. Лронаводнаи оть зесх.—8 130. Иро- 
изводная отт, 0056с2.—& 191. При этихь пычислешялхь дуга Х изыБрлетоя ел 
отвошещемъ къ радЁусу круга-_8 132. Опредвлен!е обратанхъ фупкий— 
$ 133. Производная оть атозны.—8 134. Замкчане о двойном зиокЪ этой 
ороизводвай,—$ 135. Пронаводпая отъ 216003х.—$ 136. Двё послёдем произ 
водвыя долины быть или равоыун, или отличажеся только авакоми.—$ 137. 
Ороизводнаи отт аес1апах—$ 138. Таблица формулу, представлающихь иро- 
ивводныя оть иростяйщихь фувкшй, 


УПРАЖНЕНИЯ. 


1. Найтв производную отъ 


== - 


у= =. 
э(И=-1 


ПП. Найти производную осъ 


у= да), 


за ых, 
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ПТ. Найти производную от 


Отв 


У. Найти производных отъ 


Ул -1), зе, 


у, в =. 
У1. Наби производныя отъ 
= язния -- 605%, РЕЗНЫЕ — 46054, 


Отв: 
У = 608, 2 = МА. 


УП. Найти нроеводиую отъ 


аъ и+ 


1 


И+= 


УЦ. Найти проивводную оть 


=) 


У == вгсоо: а . 


Отв,: 


Иеы 


^` нозеа" 
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о Найти производную оть 


1—с052 \ 
созд /" 


у=з ( 


Отв: 


Х. Найти производных оть 
у Батезия, # = Батосова, у = агощх. 


Отв 
„ н РЕ а 
у УЕ эиосов" лени 


=-— — . 
Ут--а?атовтя 


3. Найти производпую дть 


у==вгсзназу: 


Отв: 


Повазали, почему эта проивводная есть удзоеннан производная огь дмусзше. 
ХИ. Найти производную отъ 


а 
Уи | 


Отв: 


2 
Ут. 


Показать, почему эта произаоднал равиа производной отъ ато атас, 
ХШ. Найти иропаводаую оть 


у=аеаие- 


к покодать, почему он равна предыдущей, 
ХГУ. Полатая 
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найти производиыя отъ 


=? (РНыь (а 
Отв: 


Показать, почему 06% эти функц имфють одпу я ту же производную. 
ХУ. Найтн произзодпую отъ 


эт 


ужа о. 
1-—66055 


„Утв 


21 — обод" 


ХУ. Найти нроизводпую оть выражена: 


азия 6 
" | @--4605% у. 


ХУП. Найти пуюизнодвую оть выражения 


Ува 12). 


пола ( а соза 


1 


у 1 тая 


12-Е Фо ^ Уля 


1 [| а 2 {-— 


Тане ==) в 


ХИП. Найти производлую отё выражения: 


'Покаваль, почему для нослёдпихь трех выращенй (ХУ, ХУИ, ХУ) цо- 
зучается одна и та ше производная: 


6082 
У сои ° 


ХЕХ. Найти производную отф вираже: 


1 [ аще В Ф-асоваИИ: 
т к; 


сз абс а 


у— абвоа у 


а 


Эта функшя пыфеть ту де иройзводиую, что п три иредыдущихь выражешя. 
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ХХ. Имми произиодвую отъ пыражешя: 


пися 2) 
отт 


4 


Вани 


Отв- 


аа 


ет 


ГЛАВА ВТОРАЯ. 


ИзелЬдоваше функц при иномощи пропзлодиыхтъ, обратный 
пореходъ: оть производныхь къ первообразимит фупещяит. 


Т. Свойства оРОЛЗВОДНЫХ:Ь, 


$ 139. Опредфлене. — Фувкшя (=) называется возрастающею, 
‚если при весьма маломь приращеи перемфивой 2 значеше вя 
становится больше; другими словами, если при весьма малыхь 
звачещяхь й 


ДЕН) > 0. 

Фунзкщя называется убысающею, если при весьма маломъ при- 
ращени перемвнной х значен!е ея становится меньше; другими 
вловами, если при весьма малыхъ звачев!яхь № 

Да) — Ка) <о. 

8 140. Услове возрастаня и убывамя функщи.—Такх какъ пройз- 
водная (=) есть предёлъ отношения РИ при А=0, то от- 
сюда выходить, что при 1, не равномъ дулю, но весьма маломъ 


ЕДВ «-вензвьфетное количество, зависящее отъ д и отъ }; такъ же, 
какъ и }, оно’— весьма мало и стремится къ нулю одновременно 
съ 2. Перенисываемь послёднее равенство въ слёдующемъ вид»: 


Ка) — Кади) =]. 
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Если (2) но нуль, то № можно выбрать на столько малымъ, что в, 
по абсолютной величинЪ, будетъ меньше }2); въ такомь случа 
знакъ [/()--=] будегъ совпадать со знакомъ /(2), и такъ какъ 
положительно, то знакъ (2) будеть звакомъ всей первой части 
предылущаго равеяства, 

Итакъ, обди производная [(®) — полозештольни, то [(2)— функйя 
возрастающая, @ ослы производнан-оприцазтельна, зло Кд} фуниия 
Убывеощая. Обратныя заключеня, очевидно, оправедливы, 

$ 141. Общее услове для махипил?а и пупииит’а функщи, — Есля 
перем$нная, отъ которой зависить функщя, изыфвяетен непре- 
рывно, то и функщя ивыфняется также непрерывно, & въ такомъ 
случа по предыдущей теорем мы опредёлимъ веб значеня пе- 
ремфнной, пря которыхь функшя возрастаетъ или убызаетъ, 

Ясли для разематриваемой функц наступаеть мпахтиис при 
нфкоторомь значени « перемфяной х, то при , меньшемъ а, 
фуньщя возрастаетт, а при эх, большемъ а, убываетъ. Поэтому про- 
изводння, будучи свачала похожительною, & затВмь отрипательнох, 
„должна, ири порелодь оть полоэвительнаяо значемя къ отрицителл- 
ноу, мфнать внакЪ въ тогь моментъ, когда », непрерывно возрас- 
тая, достигаеть а проходить значен/е д. 

Точно также, если для разематриваемой функщи при 2 
наступаеть т йниш, производная, при переход» оть отрицател- 
наз значеня къ положителаному, должна мФаять зак въ тотъ 
моменть, когда 2, непрерывно возрастая, достиговтъ значеня а. 

Изъ предыдущаго видно, что звачен!я перемфнной х, при ко- 
торыхъ для функдта наступаегь шахтиии илй тиви, Въ 20 же 
время суть тЁ эничен!я, при которыхь производная отъ атой функ 
ыЪняеть знакь. А такъ какъ непрерывная функця не можеть м. 
нять знака иначе, какъ только при переход черезь нуль, пред- 
ставляк промежуточное вначене между положительнымя и отри- 
цательными величинами, то отоюда вытекаетъ, что для фувкюии, 
производная оть которой — непрерывно, наступаеть лахиний или 
житии только при тфхъ значещяхь х, которыя ея производную 
обращають въ нуль: 

Обратное же заключен!е не всегда справедливо, Въ самомь дфлъ, 
чтобы для функщи наетупель шахшиия или пшранпит, ве доета- 
точно еще, чтобы ея производная обращалась въ нуль: нужно 
чакже, чтобы ота посдёдняя мЪняла знань, воть много фувкщй, 
которыя при переход черевь нуль знака не мВняють, 
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Итакъ, для нахозидещл талатиит?овь и тиётит’овь функции (&), 
лишають уравнене: Г(®)=0 и отбрасиволоть ть рийшеня, при, ко- 
эторыяь пронзводная не жльняеть знага» Из ръщемй оке, при кото- 
ры знаяь у производной измюняетоя, злазинитиу соотоъьтствують 
эеь изь ниль, при которыль производная переходить отэ позожитель- 
мало значеня кь отрицательному, а тттитгу— въ противномь случаль. 

Можно еще замтать, что если настуиаетъ пахтиии, то про- 
изводная, будучи еначала положительною, затфмъ пулемъ и, на- 
конещъ, отрицательном, постоянно убызаеть, схВдовательно, вя про- 
изводная, т.-е, вторая производная [(=), должна быть отрица- 
‘ельвою. Наобороть, если наступаеть шшИлши, то производная, 
будучи сначала отрацательною, зат6мЪ нулемъ и, наконець, поло- 
жительною, все время звозрастяеть; слбдовательно, вторая произ- 
водная {"(х) должна быть положительною. Образныя заключеня— 
очазидвы, 

Итаюъ, чиобы значене ==, обращенощее Ё'(%) въ нуль, соот- 
втутетвоволо паханииРу иль ттатиту, достаточно, чилобы при 
этомь значеви {“(®) соотвилтетвенив была бы отрицетелною чли 
положлииельною. 


Ц. Изольдованте НЪКОТОРЫХЬ ФУНКЦИЙ. 


8 142. Изельдоваше фунищи 2“, когда 2 измфнявтся отъ 0 до <.— 
Начнемь съ разьюхая значешя этой фуякщи при х==0. Жели 
перемвнной придать непосредственно это значенв, то функця при- 
меть неопредвленный видъ 0°, нь имфюПИЙ никакого смысла; дЪй- 
ствительно, съ одвой стороны, всф степени 0 суть также нули, & 
съ другой стороны, нулевая степень всякато количества равна 1. 
Чтобы опредфлить истинное знален1е 27, т.-6. то значенае, въ кото- 
ему етрелиится <”, кода х безпредьльно убывавть, положямь 


=; 
и вовьмемъ лотариомы оть обфихь частей; 
10ау = аюах, 
"Гажь какъ д безпредьльно уменьшается, то положамъ ого равнымъ 
ь тв р безпредфльно увеличивается: ° 


1557 = = — лови, 


— МЕ 


Очевидно же, что очень большое число гораздо больше своего ло- 
тариема (танъ, напр., воли логариемы явяты въ системь съ осно- 
ващемъ 10, то цфлая часть логаривма числа, состоящего изъ 1000 


цифръ, равна только 999); едфховательно, ве стремитея къ 0 


и 1юру уменьшается безпредфльно. Отсюда заключаемь, что у стре- 
митея ют единиц, 

Чтобы раземотрёть измфненя 2”, начиная со значеня 1, вов“ 
мемъ производную оть этой функщи. По 8 123-му полузань: 


а*а-- 12), 


при чемъ логаризмъ взять въ деперовой систем. Если д--очень 
мало, то эта производная отрацательна; сл®довательно, 2* сначала, 
уменьшается и это уменьшев!е продолжается до тЪхь поръ, пока 
Ея <, ии < Ы—Ф 
т.е, пока 
1 
2<5. 


При # 2 производная обращается въ нуль и для фунищи на- 
стулаеть шышиит; при дальыёйшемь возрастана 2, начиная со 


значен:я т, производная постоянно положительна п 2” растеть 


безпредвльно. 

$ 143. Изслёдоване функцм у = (погаривмъ здфеь взять въ не- 
перовой систем). — При 2=0, очевидно, у= — со, Производная 
равна: 


Эта производная — положительна, пока х меньше в; олждовательно, 
функщя все увеличивается при измфноями хоть 0 до в; она про- 


ходить при этомъ зваченя оть — со До г. Послждиее значев!е 


производная становится отрицахельного 


> веть ея тшахртиии; дал 


и функщя безпрехвльно убываеть; не трудно видфть, что она 
стремится къ нулю при бевпредёльномь нозрастаи х. 
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$ 144. Задача. — Дана сумме #-- у, найти тазтиия или пинятиив, 
для х”--у’. Вамфтвыъ сначала, что когда сумма 2--у лана, у 
является функщео отъ 2, а слФдовательно, и =”“-Р у” будетъ также 
функщею отъ 2; поэтому, можно приложить сода, доказанную выше 
теорему (8 141). Полвгаемь: 


ХНУ, "Ну" == 


Нужно составить производную отъ и и приравнять ве нулю; но, 


очевидно, 
д р ту", 


а изъ уравнендя: 
вру 


выводимъ, что 


ту’ =0, откуда у' 


слвдовательно, 


в’ ана — тут. 


Повтому, услове: 


приводится къ равеяству: 


чтобы в==у, иначе говоря, чтобы 5 = а. 

Чтобы рить, будеть ли въ этомъ случаВ тахрпаш или 1. 
пиши, яужяо ивсл8довать, переходить ли соотв®тетвенно проив- 
водная, ифняя свой внакъ, отъ положительнаго вначев!я къ отри- 
цательвому, или ваоборотъ (8 141), въ то время какъ х, возрастая, 
проходить черезь знаневе а. Но, предволагая ж больше 1, мы 
тотчасъ замфчаемь, что при 2, меньшемь а, (тр”-? — тут) — 
‘отрицательно, а при х, большемт а,— положительно. Слфдонательно, 
въ нашемъ случаВ пулнали. Заключен станеть обратнымъ, если 
(—1) отрицательно, 


$ 145. Задача. — Разыскать шалипа и путина для вытаженя: 
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Сначала, соотавяявмъ производную у’ оть у ($ 121); 


Зал. 


3-е 626) 
( -+1) Пафаи * 


'Сакъ какъ знамонатоль въ у’ — положителенъ, то знакъ этой про- 
изводной будеть совиадать во знакомь (65? — 102 — 11). Этоть же 
трехчлень--отрицателент, когда х проходить значеНя между кор- 
нями уравненя; 


62° — 05—11 


и положителень въ противномь случа. Корни этого уревненя 
будуть: 


#,=—0,15656 58357, 2,==2,42308 20094; 


соотвтотвенныя вначешял у суть: 


тив. 
у, =12,69292 80004, у,=0,09626 18428. 


Отсюда видно, что фуякщя у, ле обращонщаяся въ безконвуносль, 
такъ кажъ (2?--в--1) не можеть стать `пулемь, и, слВдовалельно, 
непрерывная, возраетаеть, когди я измфняетея оть — © до, да- 
ле, она умепьшается, когла 2 измфняется отъ 2, до 2; и, пако- 
нецт, нвотредфленно увеличипастея, когда х возрастает, начиная со 
значеня =, Она хоетигаемь своего шахиими’а при я==х, и щи 
лавра при 2==4.. 

Кромф того видно, что при очень больтихт, значеняхь г фувк- 
ря весьма мало отличается отЪ единицы; дфйствительно, если з0- 
Мфнить при такихт значеныесь числитель И внаменатель ихъ пер- 
выви членами, разными между собою, то ошибка, въ обоихь чзанахъ 
дроби и, слдовательно, въ чаетномь, очевидио, будетъ весьма, махозо, 

Припоминая вое сказанное, мы можемъ написать сиФдующую 
таблицу измфнев!Й заданной функц: 

м. в. ПНРОЖИИИЬ, АЛЬБА, 5 
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1==— 05, У=Ь 
— 0,75656..., 9=12,69992... шахливль, 


у=6, 
у==0, 
у=— 0,92626 ... пншамия, 
у=0, 
у=1, 


$ 146. Случай, ногда фунищя— разрывна, —Раземотрнных въ пре- 
дыдущихъ параграфахь функщи -- веирерывны и доказанных теоремы 
(88 140 и 141) прилагаются къ нимъ безь ватрудеен!й. Но ве воегда 
бываеть такъ: иногда ири яВкоторыхь значевяхь перемнвой 
функця изыфняется скачками и тогда эти значешя вужно исвы- 
тывать отдфльно; раземотрёя произнодной узже будет недостаточно 
для изелфдовая измыенй функц. 

Пусть, папр., дана функщя: 
Ши 7 
= 82-6 


Непосредственно видно, что эта функщя—разрывна при значеняхь 
1=8 И х=5, обрышающихь знамеватель въ нуль; поэтому, теоре- 
мами, отвосящимися къ твори производныхь, можно восиользо- 
заться при значещяхь х только вт тфхь предблахь, которые ве 
содержать ни 3, ви 5. Беремъ производную отъ у: 


в 1-08 
ВТ : 


у’ = 


Рашая уравнене; 
— 622 -{-16%--%8 =0, 
находимъ: 


2—4 
$,-6. 
я =—1,18873 28290, 2, ==8,80539 94967; 


соотьфтотвенныя знаменя у суть 


у=—1=у5, 
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у:2=0.41819 84871, у, =—14,41619 84871, 


Слвдовательно, у’— отрицательно, до тёхъ поръ пока х заключается 
меджу — < им;; оно-- положительно при вобжъ зналещяхь г между 
д ит, и снова двлается отрицательнымь прин 2х, большемъ х,. 
Поэтому, мы должны были бы сказать (8 140}, что у уменьшается, 
хогда 2 измфняетсл въ первомъ промежутк», что у увеличивается 
во второмъ промежуткВ и опять уменьшается въ третьемъ, но, по 
преведеннымь выше соображенямъ, эти завлючешя — ив точны, 
чаюъ какь у- разрывно. Въ самомъ дёлф, у уменьшается при из ;- 
нени 2 отъ — о2 доз, Потому что въ этомъ промежуткВ функщя-- 
непрерывна, а ен производивя--отрицательна; далве, когда м изм®- 
нлется оть 2, до 3, у увеличивается и обращаетел въ со при #3, 
затВмъ око сразу переходить въ — оо и увеличивается снова при 
возраста х до х,; при посхвдяемъ зналени дуя у наступаеть пазл - 
лиш. Начиная 60 значеня з, до х==5 функшя у уменьшается; при 
посльдивмъ значени у обращяетея вЪ — оо, затфмъ сразу перехо- 
дить въ --с2 и далбе снова уменьшается, безь воякаго разрыва, 
по мфр$ того какъ х растеть беапредвльно, 

Какъ и въ предыдущемъ прим8рЪ, можно еще прибавить, ито 
при очень большихь значешяхь д, положительныхь или отрици- 
зтельныхь, у весьма мало отличается отъ единицы. 

Предыдуня закмоченя мы можемъ предетавить въ таблиц, 
по которой не трудно судить о веемъ ходф измвневнй функщн, 
идущей въ каждомъ промежутев постоянно въ одномт и том же 
направленти. Воть самая таблица: 


У=Ь 
., у=0,41619... миша, 
у=0,46606..., 
уе, 
., у= — 14,41619... шаха, 


у 
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11. НРиложеше пРОИЗВОДЕИЯХЬ ЮЪ ОПРЕДЪЛЕНЛОЬ ЗВАЧЕН ФУЛЕШЙ, 
ПРИЯИМАЮЩИХЬ ИВОПРЕДВЛЮПНЫЙ ВИДЬ. 


$ 147. Случай, когда фунцшя принимаеть видъ 3. — Пусть будать 
дана функия: 


и предположимь. что при #=а одвовременво и Да) =0, и (а) 
у прявимаеть вадъ 5. Нашу задачу можно выразить тавъ: опре- 
дфлить пред»ль, къ которому етремится у, котла х стремятся къ а, 
Этотъ предвль обыкновенно называють нотинниль значенемь для у. 
Такъ какъ Ка)==0, (а) -==0, то у нась будеть тождество: 
На -- Га) 
18) 
2) 


Ию _ _ 
7-й ОР. 
#— 


Предыдущий и нослфдующИ члены послёдьяо отношев|я стре- 
мялел, по самому опредфлению, къ производнымь: {#(а) и @), 
вогда х стремится къ а. Поэтому, переходя къ предзлу, при #==а, 
мы получимъ: 

119 — 2) 129 — и 

Ши а = В ИАА Ша Иа -Йм Ро’ 
Итакъ, вели /'(2) п Е) не пули и не безнонечности, то прих==а 
исаинное значене для у веть значеше отношеня производныхь обонль 
чденооь данной дроби, 


$ МВ. Принфръ. — Найти истинное звален!е при &=и. 
1 
Отношен!е производных воть и иекомый предвль равенъ на”- ', 
$ 149. Случай, ногда функщя прининаеть видъ 5. — Прекиолижиму, 
1) 


что при #=а функщя уз= принимает видъ 5, т.-е, ЧТО КА, 


ГАС] 
Да) = оо, такъ и Е (а) = сэ. Пищенъ тождество: 


т, 
и ИК 
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А такъ каюь при х:= одповременна и обращаются въ 


и’ и Е 
пуль, то истиниое звачеше второй части послёдняго равенетла бу- 


($ 147}. Это 


1 


дегь предфль отношеяя производныхь отъ жа и 


отнотев 8 равво: 


=) { Е (=) 


Ао > ИИ ) 28, 


слвдовательни, вели предфль для у це нуль и не безконвчность, то 
для его опредфлешя у нась собтавится равенство: 


т #2) 
Шир 


= (8). ны 2. 


=)` 


Обовначая искомый предфлт черезъ Ё, мы ато равенство иерели- 
шемъ въ слвдующемт вид: 


ве) 


Б=Е са 5, откуда =), 


какъ и въ иврвомъ случа (3 147). 

ели предфль для у есть 0, то предыдущее разоуждене не при- 
ложимо, но въ такомь случа мы замфчаемь, что вели обозначить 
черезъ ® ифкоторую постоянную, то выражен: 


[Де ДВР) 


РН илл, что одно и то жа, Г 


приметъ также видъ - при х==а, & истинное вго значене будет 
НЕ 


%, потому что, по предположению, и 0. Теперь мы можем» 


приложить предыдущее правило; получим: 


О |, 
"29 (а) 
откуда 
ао, или Ша О-о вь 9. 


Олфдовательно, предфль для у и тогда, когда онъ равевъ вулю, 
оставтея равнымЪъ предфлу отношешя производныхт. 
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То же самов отновитея и къ случаю, когда, предёлъ для у веть 


безконечность. Дфйствительно, вели = со то, ео; поэто- 
му, на основан предыдущего, то и, слёдовательно, бо. 


$ 150. Случай, когда фунныя принимаеть видъ ОЖ <>.— Дано про- 
изведене: у=(л) Х #2) и дано, что, при 2=а, Да)==0 и (а) == о. 
Пищемъ: 


К®) — 2) 
ри 
Е») #®) 
и прилагаем предыдущя прапди, потому что у, представленное 


въ первомъ видё, обращается въ’, а представленное во второмъ, 


г ‚ 
© 
въ >. 
$ 151. Случай, ногда фунныя прининаеть видъ 0°.— Пусть будеть 
дана фувкцщя: 
у= Рае 


и предположимъ, что и Ж(а)=0, и (а) =0. Беремъ логариемы отъ 
объихь частей равенетва; получаемъ: 


10ву== а) Х 105 Е (2). 

По правилу $ 1560-го предёлъ произведеня: /{2) Х 105.7 (5) найти 
моясно, а слбдовательно, можно найти пред®лъ и дя у. 

$ 152. Случай, когда 2 = со.— При выводв предыдущихь правил 
предполагалось, что д -— конечно, но можно непосредотвенно пока- 
зать, что эти правила —справедлявы и тогда, когда, неонредфленный 
видь для функлйи получается при 2= о. Пусть, напр., дана функ- 

9 1 

щя „=, принимающая радъ При #== со. Полагаемь #=:;, 
тв. 


тдё при +=, ,=0; слфдовательно, можно приложить правило 
$ 147-то, те. написать: 


19 


== Ша Ре’ 


стремится, очевидно, къ 1 при и стремитиеися ЖЪ со, между твмъ 


каюъ отношоке производныхь 
дфленный предлъ. 

$ 153. Замёчане.— При приложеши предыдущихь правиль мо- 
жеть случиться, что всф поелфдовательныя производкыя будуть 
давать все тотъ же неопредфленный видъ, какой принимаетъ и 
сама функия и который вамъ и вужно раскрыть. Ву закихь слу- 
чаяхъ необходимы особые премы (ем. Т ч., $ 260 п сивд.); чате 
воето замняють х ва а-|-й, дВлезють упрощен я и полагаютъ }==0. 


1 бов 2 имфегь соверщенно неопре- 


Пусть, напр., дано у= 


; 
Ува 
«, & веБ послфдовательныя произведныя отъ числичеля 
и зяаменателя обращатся въ бевконетность. Толагаемъ а =а-Н? 


О при 
би & 


1 р 


ИЛИ В 
2 (а-- (бах 


Теперь мы видимъ, что предёль для данваго выражен веть пуль 
при й, отремящемея къ нузю. 


ТУ. Пареходь (овРАТНЫЙ) оть ПРОИЗВОДНОЙ ФУНЕЦГИ КЪ ПЕРВО- 
ОБРАЗНОЙ. 


$ 154. Теорема. — Дов функийь, импиомия равныл произвойныя, мо- 
чув отамищеноея одна оть друюй только на постоинную величину. 
Если двФ фунющи имвють развныя производныя, то ароиззодвал 
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оль вхл, разности, очевидно, равна 0. Поэтому достатачно, хля до- 
кавательстпа чеоремы, вывести, то фуниийл, тронзаойнии ото волно- 
рой риениё пульь непрельнно тосунтииви. пилчина, 

Пусть №(х) воть Функтйя, производная отЪ когорой равна пулю. 
Разсмотримт сяфлушщая дроби: 


(1) 


Предпололимт, что когда ® стремитея къ лулю, я увеличивается 
чакимъ образоиъ, что произведее я всегда сохраняеть одно и 
то же значене Р. ВеБ вторыя чаети будуть стремиться къ нулю; 
зъ самомъ двлф, по предположевно, отномеше приращев!я данной 
фуници къ безконечно малому приращенно перемфнлой въ предфлё 
веегда разно нулю. Освобождаяеь отъ знаменателей въ уравнешяхь 
(1) я затВмь складывая их по-чиенко, получаемъ: 


Из- ий) — Ка) = Ее -- В — Ка= ие Е, ... +); 
называя же черезь у наибольшее изъ Чиселт: в, в, ..., ви ПО 
абсолютной величин», мы можемъ напиеать: 

Ра--Ь— Иа) < <. 
А такъ нокъ во количества: в, е,..., в, Стремятся къ нулю, 


то и наибольшее изъ нихъ у можеть стать околь-угодно малым; 
слвдовательно, разность: Их--#)-— 2), оставаясь постоянном, ие- 
премфнио должна равняться нулю. Итакъ, дя, произвольныхь зна- 
ченя Г(2) равны между собою, а это значить, что функщян воть 
постоянная возичияв, 

$ 155. Переходъ (обратный) отъ производной фуннцуи нъ первообраз- 
ной въ простьйшихь случаяхъ,--Рэзыскьяо фуняци, проивводнах оть 
которой дана, предетавляеть одну изъ трудиЪйшихь задачь въ анё- 
низф; фене ея въ общемъ видф- неивафетно. Изь предыдущей 


теоремы вытекаеть только то, что вели какан-нибудь одна изъ 

фувищй, иифющихь одну и ту же производную, найдена, то вс% 

остальныя получаются изъ найдонной черезт прибавлен!е жь по- 

сифдней произвольвыхь и, притом+, постоянныхь величияъ. 
Забеь мы примфвимъ эту задачу только къ просо иниъ функ- 

щямъ, когда рпен!е усматривается, такъ сказать, непосредственно: 
1} Найти функдио, проязводная отъ которой равна Ал”. 

АМН 

т |1 

2) Найти фунаию, производная отъ которой равна созаие, 


звлих 
Отв: =: > 
я 


3) Найти фунжцио, производная отъ которой равна внуюх, 
205742: 
Отв: ЩИ. 


Отв.: 


4) Найти функцию, производная отъ которой равна а”, 


Отв 41080. 
она‘ 
5) Найти функцию, производная отъ которой равна фацие. 
Пишемь: ао (6092, откуда, захлиочаему, что иско- 
205 <08% ? 


мая фунющя есть — 105608. 


$) Найти функцию, пройзводная отт, которой рапяй а 


Выполняя дблеше, получает: 


2—7 


ва 


слвдоватенено, искомая фунющя есть 


ина — (1—4). 


7) Найти функцию, произподная отъ которой равна 2. 


(ов 52) 


чае Е 1 = 


. + 
слёдовательно, искомая функщя есть Ебаля 5“ 
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$ 1 
8) Найти функцио, производная оть которой равна тия. 


п. : ==. 
иитемь: а а 


В 1 = 
слЬдовательно, яскомая фувющя есть д ваЕ в: 


9) Найти функкио, производьая оть которой равна Е. . 


в 
Пимемъ; = Е 


. 1 Е 
слбдовательно, искомая фупещя воть - (1). 


10) Байтв функлию, проявводная отъ которой равна —- 


Ри 
1 
1_@. 
Диземь: жет} 


слвдовательно, искомая фувктя есть Те. 

Мы ограничимся этими примврами, такъ-канъ не можемъ ука- 
зать здВсь ни одного изь тёхъ пМемовт, каше употребляются въ 
болёе трудныхъ случаяхт,, 


КОНСИЕЕТ 


$ 139. Опредвлеше возраслелощихь и убывающихи фупеций.—8 140, Увло- 
ве вонрассашя и убывания функвие—8 141. Общее усло для тахпниита и 
зайштита'а фупкце, $ М2. Изоабдоваше функции 27°. —8 143. Изотловыце 
м. 144. Можииит г пмывишо Кая 5”, хотха д--уа, —8 146. 
Махниия и шипит дан дрюби второй стеневи.--8 146, Изелёковаще разрыв- 
пой фунюши.—8 147. Равмовине полианаго зпалошя фуюкийь притиивлоней 


ид 2—8 М8, Приму —$ 08. Случай, кода фиат пд 


Е —8 160. Случай, кома фушийн привинаелмт, зил, 0 Х со. — $ 181. Олунай, 


когда фупкщя принимает видь 0°.—8 152. Случай, котла @ == 05,--8 153, Зам 
чА0ю,—8 154. ДиВ функции, пымюцёя одиу н ту же производную, могут, отли- 
чаться одиа от, другой холько па постоянную пеличиигу. — 8 155. Пераходть 
(обраллый) оть прониводной фуякии къ первообразной въ иростЁйшихь сху- 
ЧалХь 
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УПРА ЖНЕНТЯ, 


Т. Найти оспозавЁя систомть, вт, когорихь чноло ножот, быть разно своему 
догарйему, употребляя одиит. пав сяфдующихь ируемовя: 

1) Раземотрыь фуикцю д--Ю&+ к найти услоше, ири которомт опа 
мовла бы стать равною нулю. 


; # - . 

2) Разсмотр®ть функщю 055 к пайти убловю, при хоторомт опа мютла 
бы стать равоою единицу 

3) Раасмотрёть функцио а” — а и пайтя услове, при которози, опа мотла 
бы стать равною пулю. 

в ; 

4) Раземотрёть функцию я" найти услоше, при которот, она могла бы 

стат, равиою единиц. 


Конечно, при вовхь чегырсхь премажь должепт получиться одляъ п 
лоть же результалт, именно, что 


<. 


И. Изолфдовать, можеть ли име урааиенйе: 


г = 


и 


другое рётеве, кромВ =. 
Это урапнов{е леско представить модъ видоь: 


олфдовательно, чтобы отвьтить ив воирост, стоить только раземотрть ‘функ 
. 2 ; 

цю Ее и выяснить, можеть ли эта фуншя обратитьзя два раяё ву, одно и 
то ме число при резличиыхю зпачешяхь 2% и.= перем иигой. 

ТП. Истовниеь олфига (свёеящаяея точка), помйиценный на вертикальной 
прямой, оевфщасть вебольшу часть горизоптальной илоеноемт радзусл & отт 
осно зертикальной примой. Изеабдоваль изыбпеши похичеетва свфта, 
модакидаго па освбщаемую поверхность, пра изифиешл высоты 2 слбглщейся 


точки. 


: # 
Махзшиии паотуинть при ==. 


уз 
ТУ. Правильная усвченная пирамида съ посрмизтольными оспованиыи 
описана около шара радууеа и. Изек®ховать ивмфпелие обтема при иамфиелйг 
наклонешя боновыхт граией къ основала ить, 
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Миннии: настунит», когда пррамида обратител вь орняму. 

У. Прямая мипя Заниой длины Зе согнута въ дуту круга неремЪонго 
тажуса. ИзелВдовать измбиене ялощади сегмента, образуемаго этою хугою и 
вл хордою, 

Махииий цаетуииеь, когда. дуга будеть полуокружпоетью. 


УТ. Цайеи нонииюе значене (1 — дик при #=1. Оса 2. 


УП. Найти нетолиое значеше 26? при и ==. — Отв: 0. 
т 


УШ. Найти петапиое зна9616 2° при #==09. Отв.: 1. 
а 


1Х. Байеи нотинтое зиачес де? при &==0. Отн.; со. 


Х. Если обозначить чорези, 7, фуинецио, производная отр которой равна 


# 


я 


в 


ТИ "Ут И, 


И такт кадл, оверхи, того, очевях но: 


и 


то изъ предыдущей формулы моло вывеети обний способ» составлена Е, ка- 
ково бы пи было зпачене эй, чотиое плы исчетиое. 


Оъаезшя, 0: = , 


ГЛАВА ТРЕТЬЯ. 


Тяды дли вычиелешя логарномовь и чивла =. 


1. Ряды ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНЯ ЛОТАРИОМОВЬ, 


$ 156. Разложеше въ рядъ—Т(1—и).— Пусть х обозначаетт, перо- 
ифнную, пзуфНЯющЩуЮСЯ отъ х=0 ДО х==и, при чемъ в весчь по- 
отоянная, положительная и меньшая 1. Полагаем: 


а) =— М1); {0 
здёсь ТГ обознямветь, какъ и въ предыдущей слазЪ, непоровт, лога- 


‚ 1 
риемь. Производная оть /(х) равна 75 И МЫ мощемь, очевидно, 
Баписаль: 


М 


1 
ес 


Пару -ра 


(2) 
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въ справеднивоств поелёдняго равенства не трудно удостов®риться, 
вяи выполвивь дфлено, ини составивъ сумыу цфлыхъ членовъ во 
второй части по формул для прогресейй. 

Положимъ еще: 


2“ 


нау. о 8) 


производная отъ (2), которую мы, каял обыкновеняо, обозначить 
через 9'ш), будегь совпадать ст. первою частью выражения /"(х), 
т, 6. 


Чо -=т НЕ... {4) 


Вычитая уравнеше (4) по-членно изъ уравнавя (2), получимъ: 


Ре = 


Вторая часть этого уравненя -— положительна и меньше т 


ока = не равно ‘м; слбдовачельно, 
Ре) — 9) >60, 
= 
офф < 
Эти наразелетва показыралоть ($ 140), что при возрастав!й хоть 0 до 


де 
фупкщя Де) — $(2) возрастаеть, & фупкщя Да) — (2) — | а 929 
убываетъ. Въ самомъ дЪлЬ, 06% эти функции —непрерывны; и пер- 
вая изъ вихъ имфеть производную постоянно похожнуельнуло, & 
ъторая— повтояяно отрицательную. Кром того, 06% разсматриваемыя 
функщи обращаючся вт нуль пря #=0 и, слфдовательно, при х==и 
нервая изв пыхь положительна, а вторая — отрицательна, Итакт, 


Ки) — жи) > 0, 
Ки) — 0 — 


а 
Отеюда сяфдуетъ, что Ди) содержится между 9(н) и 9 ()-Ё @ Е 5} 


т.е, что Ди) равна $(и), увеличенной па нфкоторае количество, 
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ан 
и - --. Это количество, очевидно, можеть быть пред- 
ев Шее |.) , ь 


составлено черезъ И РЖ зу, гл 0 обозначаеть в®которов поло- 
жительное число, меньзщее единицы. Гакимъ образомъ мы можемъ 
Баписать: 


ие 
Ко) =) + доаиу» 


Нли 
тЫ а 
а @Ёуа-в) ` 


мень 5 .. 


ие 
: и 
Такь какъ и, 00 предположению, меньше единицы, ‘то 9 РЖ 


стрематся къ кулю по МЬрВ увеличеня я; поэтому, 
й 
Тю =н- + Е... (а) 


Приведенное доказательство выЗет съ тфмъ показываеть, что 
вторая часть послёдняго равенства воть сходящИся рядъ, когда 
меньше единицы, 'Гакие можно было бы вывести и друМя пра- 
вила, доказавныхя въ Кн. |, гл. 1. 

$ 157. Разлонене Г(-- =). Пусть х обозначаеть перемВннуую, 
измённющуюся въ предёлахъ отъ 0 до в, при чемъ в есть вели- 
чина поезоянная, положительная и меньшая 1. Полагаемь: 


Ка =фа- а); 1) 

пройзводная отъ {(л) воть ее. и мы можемъ, очевидно, написать: 
Ре =тфа а — 

(2) 
Ра = а -— 

Ноложинъ еще: 
т 
$2) т {8) 


и обозначимт, какт, обыкновенно, через $'() производную оть ф(л), 
тогда 
Фа = ря... и, (4) 
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Вычител уравненйе (4) по-членно изъ каждаго уравнешя группы (9), 
получимъ: 


по-ио-ыи | 


поить | 


Вторых частн этихъ уравпев!й — противоположны по знаку; елЪ- 
а 


довалельно, изъ двухь функц: К») — 9) и Да -—эа)-Е 
одна возрастасть, а другая убываеть, въ то время касф х возрас- 
тавть оть 0 до и, похому что ихъ производныя — противоположны 
но знаку; отоюдь закиочаемъ, что такь какъ об эти фулкщи 
обращалотсн иъ нуль при 2=0, 10 пре х==и 0иф будуть въ про- 
ливоположыми знаками, т,е. Ди) будеть содержаться между 


вы 


+ 


9) и чи) = 


Итак, обознамая черезь 0 н®хоторое положительное число, мень- 
шее 1, позучимь равенетво: 


АА 
е-,-а 


Ки) == 


ие 
заыфчая не, что вт стремится къ нулю при уввиичеяш я, мо- 
жемъ написать: 


во в 
ди... [0 

Такъ же, какъ и въ конц предыдущаго параграфа, приведенное 
доказательство высь съ тЬмЪ покавываеть, что вторал часть ра- 
венства (5) всть сходящийся рядъ, когда и меньше 1. 

Это же доказательство приложимо, без измненй, и пъ случаю, 
когда и=1; поэтому, предыдущий рядъ можеть дать пеперовъ ло- 
гариемъ 9: 


1 11 

1 ча... 

$ 158. Фориула для вычисления неперовыхъ логариемов.—Обрахимся 
къ двумъ вызеденнымь форнуламъ: 
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в _ 


ЦННр=и-УЕ И" .. 


ое +.. 


складыван ихъ по-членно`и замфчая, что 


Базе ма (==), 


получим: 


цу = 


и такъ какъ ть больше 1, то полагаемъ: 


зе...) 


откуда 
73 


и =зуть 
принимая, наКоНецЪ, во знамане равенство: 


БР НБ, 


мы можем уравнеше (1) преобразоватл въ сл8дующее: 


в РЗ 


и =ьм-а| 


и "Ч замну аки» +. 


|9) 


]. <) 


Эта формуза, ДВ М и обовначають два какихъ-угодно положи- 
тельныхь числа, даеть возлоэеноеть вачислииь ПАМ-ЕЙ), кода изаьс- 


эяень №. 


$ 159, Предфъль допускаемой ошибни, когда останавливаемся на н5- 
нотороиъ член. — Озбрасыван во второй части урапнен!я (г) ве 


ин 
члены, слрдующе за Не о тая Ури, 


которая, очевидно, будеть мевьше 


В+ (м) +... 


мы сдвласмь ошибку е, 
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т.-е. меньше 
ор 


{92-8 @м--В) 


5% 


или, посл упрощена, 


уз 


< ‘ерруировиамагьь 


(@) 


Въ частномъ случаев, если мы отбросимъ въ выведенномь ряду 
вов члены, кромф церваго, т.е. если напишемъ просто: 


ету, 


то допущенная ошибка будеть меньше 


Е - 
зори м--ь)' 


1 ил 
в (>) ° 
8 160. Вычислене 210.— Модуль обыкаовенной системы есть вели- 


чина, обратная неперову логариему 10. Весьма важно знать это 
число. Чтобы его вычислить, ищемъ сначала, 1.10. Зная, что 


& тьмь болфе меньше 


610 ==02 - ГБ, 


составляемтъ отдфньно Ё.9 и 15, Для этого полагаемъ въ формул (с) 
М№М==1, АЕ: 


1 1 1 1 1 
Е а ий 


затфмь, въ той же формул полагаемь №-=4, 4 =1 и привимаемъ 
во внимаше равенство: Г4=71,2; получаем: 


1 1 
55 2-2 (5 -- 5 


Слвдовательно, 
510=6 (4 )+ 
а (уезя+ }, 


м, в, пирояовь, арке. 9 
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или, по выполнеши умножевя, 


5: =50,02469 


= 0.00214 
2 
3. =0,00080 


2 = 0.00008 


а 
зв == 0,0000И _ 


2 
Е 


==0,00000 


== 0,00000 
3=0,00000 
з 
№ =0.00000 
2, — 0,0000 


Зи 
5 
4#=0,00000 


& = 0.00000 


2 
{и==0,00000 


2 
з8=0.00000 


22222 
13580 
34849 
48315 
38701 
37683 
04181 
00464 
00051 
00005 
00000 
09000 
00000 
00000 
00000 
40000 
00000 


0000 


22222 
24691 
24965 
50551 
75616 
52846 
503168 
61146 
62349 
73594 
63732 
07081 
00786 
00087 
00009 
00001 
00000 
00070 


22273 
35808 
70644 
74516 
36057 
81784 
25753 
25983 
58842 
39816 
71090 
41238 
82359 
42485 
71387 
07931 
11992 


01838 


29 
47 
72 
08 
8+ 
15 
79 
75 
64 
85 
65 
29 
и 


| 


каждое наи, 
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2 -=000000 90000 00000 09148 05 
2.=0,00000 00000 00000 00016 45 
2 00000 00000 00001 83 


24=0,00000 00000 00000 00000 30 


Затьмь составляемъ члены перваго ряда, для получевныя таким 
образом» числа соотвфтетвенио на 3,5,7,...; находим: 


з, 

0,07407 40740 74074 07407 41 
0,00593 82716 04938 57160 49 
0,00089 19268 17852 24377 88 
0,00003 38701 75616 86057 34 
0,00000 30791 06874 26005 21 
0,00000 02894 88680 48598 73 
0,00000 00278 76687 75050 25 
(1.00000 00027 33008 60289 04 
0,00000 00002 `71709 60965 40 
0,00000 00000 97314 01895 93 
0.00000 00000 02170 98748 07 
0,00000 00000 00288 25649 29 
0,00000 00000 00029 14161 45 
0,00000 00000 00003 01464 98 
0,00000 00000 00000 31385 07 
0,00000 00000 00000 03270 66 
0,00000 00000 00000 00342 64 
0,00000 00000 00500 00086 01 
0,00000 00000 00000 00003 79 
0,00000 00000 00000 00000 40 
0,00000 00000 60000 00000 04 


2.07944 15416 79835 92825 18 =. 


Точно такъ же составляемь члены второго ряда; находим: 


0,2928 022922 22282 22220 22 
0,00091 44947 41655 21548 24 
0,00000 67740 35178 З72 47 
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0,00000 00597 35759 46586 26 
0,00000 00005 73594 39815 85 
0,00000 00000 05793 88280 97 
0,00000 00000 00060 52489 16 
0,00000 00000 00000 64759 14 
0,00000 00000 00000 00705 44 
6,00000 00000 00000 00007 7% 
000000 00000 00000 00000 09 


0,29314 35518 14209 75576 68. 
ЧГвперь складываемт, оба полученныхь результата: 
Т10=.2,30258 50929 94045 68408, 


откуда получаемъ, посредетвомь лфленя, модуль обыкновенных, 
логариемов: 


1 _ — — Вот 
о 103 -=0,48429 44819 03251 82765. 


$ 161, Вычислеше обынновенныхь логаривновъ. — Чтобы получить 
обыкновенные логариемы, т.-е. логариемы въ систем съ основа- 
вемъ 10, нужно умножить неперовы логариемы на множитель 


15, только-ато вычисленный. Можно также вычислять обыно- 
венные логариемы и непосредственно, замфтивт, что если обозиа- 
чить найденный модуль черезь М я для обозначеня этихъ лога- 
ризмовъ употребить, кажъ обыкновенво, символъ 1ос, то формулв (6) 
перейдеть въ слфдующую: 


р И 
Пос — МРТ. 1. 


Полагая зов № = 1, находимъ: 


ПБ ии +... © 


Этою формулою и пользовались составителр употребляемыхь въ на- 
стоящее время таблицъ, Вычисляются логариемы чолько простыху, чи- 


свлъ; остальные находятся посредетвонъ сложешя. Цервыя вычисле- 
в я трудны; но когдь уже дошли до числа 101, то достаточно двухъ 


— 133 — 


членовь предылущаго ряда для получен{я вго логариема съ восемыю 
цифрами поелф запятой; посл 1000 достаточно одвого перваго члена. 


П. Ряды для вычислюня числл п. 


$ 162. Разлощене агефале и. — Пусть х обозначаеть перемфнную, 
измфняющуюся отъ 0 до изкоторато постолинаго предёха, в, мень- 
шаго или равнаго единицв. Полагаемъ: 


Ка) = меаве а; 


эта дуга обращается въ нуль одновременно съ д и затёмъ измф- 
яяется непрерывно змфетВ съ этою перемфнвою. Выводимъ: 


(ад... 
= 
Положимъ еще: 
дит 
$2) 8—1 
и, слёдовательно, 
Фи = -.. а; 


отсюда заключавиъ, что 


е-, 


т.-в, что разность /(2}— 9) постоянно положительна и меньше 
=, а потому МОЖНО НАПИСАТЬ: 


Ге-т® > 
Раб <, 


Послёдийя неравенства покавывають, что функя {(2) — $(2) вов- 


яч . 
т убызваеть при измвнеи 


`растаеть, а функ / (я) — (5) — 
хоть 0 ДО и. Кром? того, об эти фунющи обращаются въ нуль 
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при х==0. Иэъ сказаннаго выводиыъ, что пря #==и первая функ- 
вя— положительна, & торая отрительтая это значить, что (и) 


Не 
содержитея между $(и) п Ра а. Поэтому, обозначая че- 


резь 6 положительный ИМ меньший 1, мы можемт на- 
НИСВТЬ: 


Ааа 
по ео-Н › 


ин— ан 
и % и 
=н- № — и: 
атсаеи = — 3 +... 2; ег} 
да 


а такъ какь при достаточно большомъ и чденъ 9, --т Можегь 
быть одфлавь околь-угодно малымтъ, то 


и ь 
Вани И... © 


Такъ какъ об части этой формулы мВняхть знакъ одновре- 
МенНо 0% 4, то она, очевидно, прилагается ду значетямь + между 
—1и 1. 

$ 163. Случай, когда к больше единицы.—Если бы тантенсъ, рав- 
ный и, быль больше единицы, то рядъ, дающий соотьтатвеянуло, дугу, 
сталь бы расходящимел и потерялф бы всякое значене, но, не- 
смотря на вто, все-таки можно быхо бы легко вычислить искомую 
дугу, вычиеливъ сначала анащЕн, для которой рядъ будеть схо- 
дящимся и которая, очевидно, служить дополневемъ первой дуги 

я 
до З 

Пусть, напр., требуется найти атс\але 4,49341; воспольнуемея 
формуловю: 

1 


х Шо р И 1.1 
7 авиа и == тов, ЗН й пе |. - 


Для вычислена посл®довательныхь членовъ этого ряда, составляемъ 
свачала дроби; -, т, д,...› ЧТО не Трудно сдфлаль, такь кахъ 


каждая изъ нихьъ получается изъ предыдущей посредетвомъ дбле- 
ня на постоянное число 


20,19078 34281; 
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такимъ образомъ находимъ: 


0,9254 
2, =0,01102 
0,0004 
= 6.00002 
1 =0,00000 
2. ==0,00000 
Л == 0,00000 
в ==0,00000 
1#==0,00000 
авт 6.00000 
зв=0,00000 


откуда 


т 
р 


— 0,22254 З181й 97161 


$ =0,00010 91816 76390 
1 

Зуи —=0,00000 01487 89767 
1 6 

акв == 0,00000 00002 52678 


0,00000 00000 00474 


=0,00000 00000 00001 


81815 97161 


22906 16122 


29083 81950 


70375 70670 


13891 07902 


00668 22895 


00082 84819 


00001 62689 


00000 08058 


00000 00399 


00000 006020, 


1 


Зи? ==0,00361 40968 72041 


ка —0,00000 88625 10096 


а==000000 00060 29854 


1 


18у#70,00000 00000 10846 


1 
Ват -0,00000 00000 90021 


—0,22265 14028 16471 


слфловательно, 


31600654,49341 ==--0,22265 14098 


—0,00367 79654 92858; 


1647 


— 0:00 00867 70654 29358 


агссофалв 4,49341 = 


— 6.21897 94968 94118. 
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Наковнецъ, 
алобапе 4.49341 = т — атесобаля 4,49341 = 
=-{ 1.57079 63267 94897 
—0, 21897 94 34968 94113 
аголия 4.49841 = 1.35181 69299 00784. 


$ 164. Вычислене отношения окружности къ дуаметру. — Если въ 
вышедокаванной ($ 162) формул положить и==1, то дуга, тангенеъ 


которой есть м, будетъ равна, т, д мы похузимъ: 


ы 1 1 1 1 

1+ тЫ 
Этотъь рядъ-сходянИйея, но для вычислещя г — иеудобенъ, такъ 
какъ его члены убывають сляткомъ медленно. 


Можно составить друмя выраженя, которыя быстро приводять 
къ весьма приближеннымь значешямъ этого числа. Похатаемы 


эгбацвх ==, гоалеу == 9; 
отсюда выводимъ; 
== апр, у — 18189, 


атир--иыне _ ФУ. 
Ф-Т рблас 2 Т 


едждовательно, 


атсбдив а -- дгооиау =5 мобиле Е 


Точно такь же 


атслех — атиаиву == ат ва 11 


Польгая въ формулВ для але(р--а) послфдоватольно (=р, 
4=9р, 4==3р,..- ‚ находимъ: 


Загсбвавя=агобаие , ., 


Зато бар т==атебалр 


дато арх =агс4еие- т 9 
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Придавая хи у различныя значешя, мы изъ предыдущихь 
формулъ получимъ: 


т — а бале1 = днеата 5 + мела у . 


— агебащу 3 авиа : -Нагобаця т , 
= 2акиаце } — зевает, 
= ЭАтоапа з -{ аелле т В 


= = Затобаие 1 х— поваыт, 


— Чаееля т я — меие 55 2- 


Послёдное изъ эгихъ выражен -- самое удобное для вычисленя й . 
Приведемъ таблицу необходимыхь вычиеслен!й; по формул (у) 
имфеиъ: 


п = 4аховие Е — ап = 


4-Е ..) 6 эане--.-)- 


1 
Различные члены ряда агобела оу, выраженные въ дослтичныхь 


дробяхь, дають; 

41004 13410 04184 10 
00944 16591 78708 38 
00000 00256 41231 44 
_ 00000 00000 00890 1 


40760 02074 73386 45. 


Длянахожденя весия вызисляемъ сначала, положительные члены 


ряда: 
ф=0,20000 00000 00000 00000 00 


—0,00006 40000 00000 00000 00 


С ==0,00000 00588 88888 38888 89 
9.5 
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==0,00000 00000 63015 38461 24 


==0,00000 00000 00077 10117 65 


9ён==0,00000 00000 00000 09986 44 


==0,00000 00000 00000 00013 42 
0,00000 00000 00000 00000 402 


Сумма... ==0,20006 40569 51981 47467 96. 
Далфе, вычисллемъ отрицательвые члены: 


66666 66666 66666 67 


5=0,00000 18285 71428 #7142 86 
-тхи=0,00000 00018 61818 18181 88 
90000 02184 58338 38 
00000 00002 75941 05 
00000 00000 00464 72 
60000 00000 00000 50 


Сумма. ... =0,00268 34971 02100 71630 95 


Вычитая эту послфднюю сумму изъ суммы положительныхь чле- 
: н 
новъ, мы для эначедфя дуги, тантеноь которой есть --, Получим: 


ата 109739 55598 49880 175837 01, 


откуда Аагсбаав 1 =018908 29393 99623 08348 04; 


и такъ какъ 
знуир ду =000418 40760 02074 72980 45, 


то 0,78589 31633 47448 30851 59. 


Слвжовательно, 


*=3,14159 26535 89793 23846. 
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БОНСНЕКТ т. 


$ 166. Разложеше вл, рядть---(1--м), при чему заключается между О и 1, — 
$57. Разаожене 11 5 м). —8 158. Галь, вывалающи ММА -фЬМ. — 
$ 169, Прежль допускасмой ошибки, когда остлиаллинаются ид’ даниомя, 
членб. — 8 160, Пынислене пеперовь логариема 10, —$ 16Ъ Вычислене облак- 
повенныхь логариемотч.. —& 162. Газзоженю агонии, когда @ меньше 1. — 
8 63. Раздожеше ахсеомь когда, в больше 1; численное ‘прилозсень. — 8 164. 
Вычнелеше п ст двадцатью знаками посл залятой. 


УПРАЖНЕН ТЯ. 
Т. Доказиль формулу: 


= Що. 


+|[ еее» +]. 


Придозаетел формуза (1) $ 168-го. 
И. Доказать формулу: 


ЦЕРНе ЦЕ ое ев 
72 78 
Сир рте Вы Па в) +--.. 


Прилатлетел та же форнуле, 
ПГ. Бели через @ н № обозначить дза данныхт. пололимельныхт числа 
и восталить поный рядт, пиеель по формулимте 


и= (2+3), и=Уа, 


"= 


( 


и если, кров того, ноложитх и = Беозф, зо аби М" виравичея нооредетвомл, 
формул: 


ео у = . 
отв #) 2в( ) 


и обиий продвль, къ которому суремлтен а и М”, будегь —- При 


8 
в=0 $=1 этоть прод обратвуси 1 =. 


Иеходлть ивт сябдующей, почти очевидаой, формулы: 


ф-т (т с 0..0 (5) . 


КНИГА И. 


Общая творя уравнен1й. 


ГЛАВА НЕРВАЯ. 


9610 ирипципы отноеительно чнеленныхт уравнений 
какой-угодио етонони. 


1. Изманетя цзлой ФУНКИИ {(2). 


$ 165. Общй видъ цфлой фуннщи. — Самый общ й видь, подъ 
которымь можеть быть представяена иблая фунищя оть г, (=), 
есть слёлующ: 


о 


тдё 4, 4А,..., А. — постоянные козффащенты, а м — стевень 
фувкщи. 

При измёнени х этоть многочленъ можеть мБнЯТЬ зивктЪ въ з8- 
вясимоети оть законовъ возраста я и убыван!я, весьма различвыхь 
при разлячныхь значеняхь и знакахъ кооффицевтовъ. Впрочемтъ, 
существуютъ и обще принциоы, которые, однако, вполн$ очевидными 
становятся только въ томъ случаф, если ихь ивложить совершенно 
спешально, въ приифневши иъ доннахо вида функшямъ. 

8 165. Теорема |. -- Всяхал идол и разйоналная фунния оть ее 
„ремюнной д есть функщя непрерменая. Иними словами, сель пере“ 
мюнкая будеть возрастиить непрерывно, то и функшя етанеть изит- 
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нязиел такоюе непрерывно и не перейдеть оть какою-нибудь одною 
знамемя въ друюму, не проходя осъжь промежуточнихь значение. 

Мы докажемъ, что /(2)--непрерывна, если докажемъ, что при доета- 
точно малонъ праращени # перемфнной х приращене /(х--#)- Г) 
функщи можеть быть одфлано сколь-угодно малымъ, 

Изъ предыдущаго мы звавит, что предфломъ отношен!я: 

не 0-8 


й 


при №, стремящемся къ нулю, будеть производная отЪ /{»), равивя 


Рея" (и Аа... НА 


1.50. 
ео 
| 


== (и), 


ГДб = есть нкоторое количество, стремящееся къ нулю одаовре- 
менно съ й. Отелода. получаем: 


Ка) —Па=МЕ®-+. 


Вся вторая чаеть этого равенства непремзано стремится къ пулю 
одновременно съ 1, такъ какъ /(7), не имфя знаменателей, ко1о- 
рыв могли бы обратиться въ нуль, не можеть обратиться въ без- 
конечность ни при какомъ значени з, слёдовательно, и первая 
чаеть Аз--#)—Кх) также стремится къ нулю одновременно съ 7, 
чтб и требовалось доказать. 

$ 167. Замфчане, — Это докавательство прилагаетел, очевидно, 
ко всякой функши, производная оть которой — конечна, & зЪ та- 
комь случа® предыдущую теорему можно высказать въ боле 
общемъ вид%: 

Функийл остается непрерыюною, пона ся производкал не обрещиенся 
вв безнонечность, 

$ 168. Теорема 1. — 2% кьлой функиие 


По даа др... А, 


„можено веда придить х доспиипочно большое значене, чтобы первый 
эмень дышель скольчуюдно болышимь по отношению ка сумлмь ве” 
остальныхь членовь и чтобы, отьдователино, ео знаку биль бы зна 
конь данназа многочлена 
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Для докавательетва, что первый члень можатъ суать сколь-угодно 
большим по отнощенно нъ сумм вефхь остальньюсь членовъ, оче- 
видно, достаточно доказать, что этогъ чдеяъ можеть стать ‘сколь- 
угодно большим по отношение кт, каждому изъ остальныхь, взя- 
тому отдфльно. 

Сравнивая первый члень 42” съ общимь членомь Азх”-®, ка 
ходимъ: 


ди 
а 


+ 


это отношене, имфя множителемт 2”, можеть расти безпредвльво. 
Поэтому, 2 можно взять на столько большимт, что первый член 
будеть въ тысячу, въ сто тысячь разъ, вт, миллюнъ, въ сто мид- 


моновь разъ,... больше какого-утодно ивъ остальвыхь членовъ 
и, слёдовательно, сколь-угодно большимт по отноленио к, ихъ 
вумиб. 


$ 169. Замфчане, — Изъ предыдущей теоремы вытекаеть, что 
фупкшя четной стецеяи при весьма большихъ значешяхь пере- 
мённой, положительныхь или отрицатезьныхт, иметь тохъ же 
знакъ, что и коэффищенть при ея первомъ член. Функщя ве- 
четной степени также имфеть тотъ же знакъ, что и коэзффищенть 
ва перваго члена, если перемфнная получает весьма большое 10- 
зожзителаное значение, нзоборать, она принимает, знак, оротиво- 
ноложный знаку этого коэффищента, если х ири очень болыной 
абеолютной величин» — отрицательно. 

Примёры: 1) 2°— 10002* — 19500027-|-1 
положительно пра достаточно большюмь, по абсожотной зеличив%, 
значени х, каково бы ово ни было 05 знаку. 

2) я --100000004°—^--1 
положительно при весьма большихь положительныхь значеняхь # 
и отрицательно при отрицалельныхь, ву лостаточво болршихь по 
абсодютной величин, значеныхь =. 


|. ТЕОРЕМЫ 0 КОРНЯХ УРАВНЕТЫ. 
8 110, Теорема |. — оли цилал фунишл /(2) при зниченноь &: 
&==а и х= 


даеть результания съ противоположными знапами, то уравнеще: 
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цллъеть, по прайней мень одинь вецелнаенный корен. де- 
жаций между а и 5. 

Въ самомъ дъд, ееля мы предположимъ, пто 2 изыфняется ве- 
прерывно, начиная со значешя х==е и до значеныя х=-ф, то {2 
($ 166) будеть ивыбняться тоже непрерывно, и такъ какъ она цо- 
реходить оть значешя /(а) къ вначенно ДФ), прогивоположному по 
знаку, то она, сл®довательно, мёаняеть свой знакь; & вв такомъ 
случа, въ сняу непрерывности, она перейдоть черевь значене 
нуль, промежуточное между положительными и отрацательными 
значешяии. 

$ 171. Занфчане. — То же разсуждене нрилалаетея ко воякому 
уравяеацо, первая часть котораго есть непрерывная функщя от 
перемнной х. . 

$ 172. Теорвиа 1.— Волос аллебуеимесное уризненао ночетной степени 
ви всщемнвенными гозфуищентали нмпеть, по прайной мииь» одни 
чещеетвенный корень. противоположный по знаку ею послиднему 
члену. у 

Нусть 


Ка) 


РН Ая Ад" .. «Ч Аны= 


будеть уравнене нечетной степовн, Жели ва мото х подотавить, 
ресьма большое отрицательное значене, то результату такой нод- 
становки будеть отрицательный (5 169). Наобороть, результат бу- 
деть положительный, если на мфото х подотавить весьма большае 
положительное звачен!ю; наконень, вели на мото я подетавить 
значение 0. то функщя Де) сдфлаегся равиою своему поелфдненму 
члену 4,„„,. Результаты этихъ подотановокь мы можемъ выравить 
ельдующею таблицего: 


Значен!я 2: 
—= — 
0 Знакъ Ами 
+ + 


Итакъ, всли Анна — отрицательно, то /(2) мБннегь знакъ, когда 
х проходить значеша оть 0 до-- со, и сл@доввтельно, имфеть по- 
дожичельный коревь. Если Аи положительно, то Ка) пробу 
таеть вначетя, иротивоположныя по злаку, при 2==0 и пря #==-— 2 
и, сл довательно, имфетт, отрицательный корень, 
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Принёры: 1) Уравнене 
2’ 82-880 


имфетьъ, по крайней мфрф, одинъ положительный корень. 

2) Уравиене: 

22--8*--3=0 

амфеть, по крайней мфрЪ, одинъ отрицательный корень. 

$ 173, Теорема 1. — Аллобраическов уравнейе четной степени съ 
вещественными коэффициентами, послльдный члену которазо-— отрицал 
тельный, инет, по крайней ль, два вещественныгь корня. 

Пусть 


Коты" Дит ди... РА де АытО 
будеть уразнене четной степени, при чемъ послёди члевь — 


отрицательный, Цо предыдущему можно составить слёдующую 
таблицу: ° 


Значешя хх: Знаки /з): 
— + 

р — 

+ + 


Итакъ, когда х измФняетея отъ — оо до 0, /(%) мфняеть внакъ; 
то же происходить и тогда, когда х ивмфняется оть 0 до -- <. 
Поэтому, одинъ корень кепремфнно дежить между — 02 и 0, & 
другой—между О и -- со; яначе говоря, существують два корня: 
одинъ — положительный и другой — отрицательный. 


Ш. Число корнЕЙ УРАВНЮЕЯ. 


$ 174. Постулятъ, — Примемь бевъ доказательства сибдующее 
основное предложен!е, которое — спим, прибавить — можеть бы 
доказано со вевю строгостью; 

Велкое илиьбраическое уравненще съ одною неизотьлтною, водервилщие 
золако црлия и положительных степени этой неизвюстной, при чемь 
хоффиие рн суть данных чиела, вещенниенния или внимил вида 
ту ‚ импоть, по крайней мюфрь, одинь корень или вещест- 
венный, иаи мниный вида а-|-3/—1, д ви обозначаюти ве- 
зщественныя числа, 
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$ 175. Основная теорема. — Всякое уравнен!е, 2-ой степени, вида: 
Дао Аа Аа... -|- Ант; {0 


9, А, А. .: Дш- данныя, зещественныяя чаи инилил) чаетча, 
Нлнють ровно т порней, сощестоовныихь чаи лились, 
В самовгь дФлф, на основани мостулята уравнене (1): 


х=0, 


гдВ Х обозиьчаеть его первую часть, имфетъ, ци крайней ы\Ър, 
одинъ корень, Павовемт, этоть корень черезъ а; кавовъ бы онъ ви 
быхь, вещественный или инимый, Х будеть дфлиться из (2— а)”). 
Обозначимь частное буквою ©; во вофхъ случаяхь оно будеть 
(»— 1). ой степени и первый его члень будеть равень Ад"-!. Пи- 
щемт тождество: 

Х=(2—а) 6; (3) 


коэффищентье 9 будуть даннаго вида, вещественные вли мнимые. 
Ба основанм зого же пострлята всякое уравнение, 8 схдовательно, 
и @9-=0 имфоть, по краёней мфрЪ, одинъ корень; обозначвя его 
черезъ 5, полутимтъ: 

9=(-00,, 


и ураавеше (2) примегь видъ: 
Х=#—9@—0%.. (3) 


'Рочно такъ же уравивне: (0, =0, степень котораго веть (ж--?), 
& первый чхеяъ, очевидио, равенъ А2”-?, должно имфть, по край- 
ней мврь, одинь коронь. Обозначая послёдеЕй черезъ с, получимъ: 


Чи = —6) 6 
и, етВдоватехьно, 
Хе «зи Ы—09, {4 


ри чемъ первый членъ ©,„ очевидно, равокъ Дх”-?. Посту- 


*) Доказательство этой георомы, приведенное в Г ч., въ $8 76 и 77, ири- 
загается безр помфиенй и кт тому случаю, котда а — мнимое, 
м. в, широлсковть, лиговьл. 9 
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пая съ 0, такъ же, какъ еъ фи ©, и продомкая тацииъ же 
образомъ и далфе, приходимъ къ заключению, что каждое подобнов 
дёветыь давть по одном? множителю первой степени, и что п9- 
слёдЫЙ изъ нихь будеть численнымь, таюъ какъ стенець 1п0елф- 
довательныхъ частныхъ постоянно уменьшается; этоть множитель, 
очевидно. равеяъ А. Итакъ, 


Хоа ед... вед. - (5) 
Полученное равенство показываеть, что ураввеше Х-==0 уло- 
влетворяется значешныи: с==и, 2—5, 5=0,..., Я и Что дру- 


гихъ корней оно не имфетъ, дАйствительно, веякое другое значе, 
приписанное х, не обращая въ нуль ни одного изъ множителей 
второй чаети, не можеть обратить въ нуль и произведеня, что мы 
сейчаст, и покяжемъ. 

$ 196. Заифчане. — Луомзведенёе ньоколонижь мноментелей раино 
мую волако тода, кода одинь ить иномсителей равень ну. 

Въ случа вещественныхь множителей это предловеве — оче- 
видно, но его не трудно раепростравить и на случай мнямыхъ 
множителей, Пусть будеть дано произведеше: 


(Ни е-чньи—т; 
лыполняемъ умножению: 
Ни Пен П=ш ф-т, а 


слудовательно, чтобы заданное произведене равнялось вулю, нужно, 
чтобы заразь 


в! — 5—0, 
«=, 2) 
Составляя сумму квадратов этихъ двухъ равенетиъ, получаем: 
(в — 5-е =50. у (8) 


Такъ как первая часть поелёдняго равенства тозкдественно разни 
(2?--)@а?-?), то она не можеть обратиться въ нуль иначе, 
хакЪ только при услови: а==0, $==0; или же при услови: а’==0, 
5—0; другими словами, необходимо, чтобы яля 


в--/-Т=:0, ния же а-у= 


Кром того очевидно, что этого уеловя достаточно. 


6 
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$ 177. Второе замфчане. — Формула (5) 8 175-го показывает, что 
первая часть уравивная всегда разлагается на множителей первой 
степени, и кромф того дверь возможность воставить первую часть 
уравневя 12-0й степени, когда изЪетны р его корней, Эта пер- 
вая часть не содержит ничего нроизвольнаго, кром$ коэффицвнта, 
А, на который, очевидно, можно умвожить обб части ураввешя, 
не изыфняя ни самыхъ корней, ни числа ихъ. Изъ сказамнаго 
вытСКОУа, ПТО Ови уровнем съ одними в тльми ие порнлль лолуть 
Фазличаться только постолнныль множентелемь. 

`$ 178. Тождественные многочлены. — ‘Такъ какъ уравнеше в-ой 
степени не можеть лмфть балбе ок корпей, то да мнобчаени зелий 
степени озннослинельно х будуть вполит толодозивенными, сли дни 
раны мооду собою боль, чье при т значеняхь перелронной г. Ва 
самомт, дфлё, если ихъ разноеть приравзять нулю, то получитья 
уравнеше эн-ой стецеви, которое, если не представляегт, гождеетва, 
то не можеть удовлетворяться болфе, убиъ при в значевяхь пе- 


ремфиной. 
$ 129. Равные корни. — При доказательств основной зеорехя 
($3 175) ле предволагахось, что корни: и: $, 0... #— различны; 


ноэтому число риздичныяь корней уравиеня эи-ой ствпеки вт, дЬЙ- 
ствительности ве веегда равно 2». Не смотря ца это, вс теоремы 
язлагаются именно при такомъ предноложения, чтобы имЁть на эго 
право, говорять, что корень «-двойной, тройной, чехверной, ..., 
вели соотввтотвующ ему множитель (2--а} входить въ произве- 
деще, представляющее первую часть уравнен!я, два, три, че- 
тыре, .,. разв. 


Ту. Сопрященные мнимыЕ корни. 


$ 180. Теорема. — Если уривноме си вещеспиюнныли кояффиияен- 
‚ то она непреминио интел 


али ильеть иннмый корень а НЗ 
а сотрующенияй корень - ВИТ, и притомъ таной жа краиноетиы 
лань и первий. . 
Если уравнен!е: 
Х=0, 
по предиоложеню, удовлетворяется значенщемъ 


=и-НИ—1, 


10* 
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то первая часть Х дблится на (х—и)"-Н№. Въ самом диф, про- 
изводимь дфлене; оствтокъ будезть воерда, вида зах -|- т, ТаЖЪ кАКЪ 
его стецевь ниже стецени дёлителя; получаемт: 


Хе - ча тат, (1) 


при чемъ в я „— вещественныя чиела, потому что при выпойне- 
мия дфлевя не можеть войти никакое мнимое выражен. Если, 
тенерь, въ обЪихъ частяхь тождества (1), справедливаго при вся- 
Кошь 2, положить 2=а--И/-1, то первая часть, по предположе- 
вю, обратится въ нуль. Очевидно, то же случится и 6 (#—!-Н; 
слфдорвтельно, должно быть: 


О=и&-И- ТП, 


& это необходимо приводить къ двумь равенетвамь: 


та-ня==0, 0 = 


и такъ какъ ф не равко нулю, то 


Отсюда заключаемъ, что 
Х=(@- «+. 


Множатель [(х — и)? --5?] второй части поелфдияго равенства, убра- 
щается зЪ нуль при +==а—ФИ-— 1 значить, и СХ обратил в 
яуль при этомъ значении, 

Бели Х длится ва (ди В/-— 1), т.е, вели «-РО/-1 воть 
двойной корень, то © непреифнно дблитея на (х— и. ВИТ); в 
въ тавомъ случа такъ же, какъ и дяя Х, можно докавать, что 
длится на (х — в} -- 5; получится равенство: 


Х=[@- я-а 6 И, ^ 


изъ котораго видно, что и корень «--Ы/-1 будеть двойнымт, 
для Х. 


Есле а--З/—1 есть тройной корень для Х, то Х дояжно дф- 
литьея ва (х—в- и и, слёдовательно, 4, должно имфть мно- 
жителемь (—а— Б/-1); а вътакомь случав можно докавать так 
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же, кавъ для Хи 0, что п 9, дблится на (ха); полу- 
литея равенство; 


Х=[@-— РОТ, = в -— «НИПИ — («и е., 


изь котораго видно, что корень «-—В/-—1 будеть таклее тройным, 
какъ и его сопряженный, 

Очевидно, что подобное развуждеве можно продоляхазт, неопре- 
дВленно далеко, а это показываать, что корень У 1 будь 
той же олепени краллости, как и ето сопряженаый. 


\. Соотнотиантя МЕЖДУ КОЗФФИШЕНТАМИ И КОРЛЯМИ УРАВИВИИТ. 
8 181. Теорема. — Дано уравнен!е ›р-ой степени: 


дд... Не А, =0 


я для простоты предиоложено, что козффищентъ перваго члена ра- 
зенъ едянииф. Выше мы вывели тождество: 


д Аа... РАНА, = 
=(2—и)е—5а-9...#—В@-—0, @) 


то а, ,е,..., В, Реуть корни давнаго уравненя. Если же вы- 
полнить умножене во второй части этого тождества, то (8 37) 
цервымь членомъ будетъ 5”; вторыит — произведене 2”! на сумму 
зторыхъ членовъ: —и,— 0, ...,-—й; третьимь — произведен! 2"-? на 
сумму произведен по два изъ --а,—2,—0,...,— 4 ИЛИ, Что то 
же самое, на сумму произведенй по два ивь а, $, с,...}, ИТ. До 
такъ что, обозначая соотвфтотвенно черезь Хч, Хаб, Хафе,... еумму 
корней, сумму ихъ произведен! по два, сумму ихъ произведешй 
по три,.,., мы можемъ написать 


(1—2)... в -а-И= 


д та-- Тор — "Ре --... Бафе 8 (2) 


послвдый членъ здёсь будеть со знакомъ -|- вли —, смотря по 
тому, каково р: четное или нечетное. Сравнивая тождественно это 
произнедев!е съ первою частью уравневя (1), получаеиъ слёдую- 
щую теорему: 
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Во пенколь ивобринчесномь уризнеши, и воморомь поэффииенть 
при пориомь члены сеть единица, зи.-в. нь уравненти вид: 


п Л"... РА, =0 


оУятий 6% 


воффиценть А, при второмь чавнь ришень сумбь корней 
обратмямь знакомы; 

хомбфиенть А, при пциттюмь члены, рацень сумми, пронзиеденя 
корней по два 

хозфулюйеннь Ах ири четаертоми часюи веть сумма мал произ- 
веденёй по зири. ааятая съ обрелтнымь знапомь; и тт. 9. 

наковець, посльдый члень Да равень произведения вонысь корней, 
зятому сь во знаномь цли съ проришоположнамь, смотря по тому, 
кинова степень зравневя: ценная вли нечетная. 

$ 182. Заибчане 1. — Предыдущая теорема выражается сл5ду‘о- 
щими уравненями: 


== -—(а-ьфе+... ЕЕ, 
А. = (абв... ++...) 
(89 [Ая — (бе Ч 4 .., Наеа-Е ... Нам...) 


Ашт=-5 абв... Я. 


ели разоматрилать коряи, кажъ неизвЪетныя, то у насъ будеть 
т равлечныхь уравнев, которымь они должны удовлетворять. 
Когда вфкоторые изъ корней — извфетны, то эти уравневя могут 
облегчить нахожден остальныхь; оообще же, они не могуть слу- 
жать для полнато рыленя заданнаго уравнемя, Въ самомт, дъл, 
вели бы мы ризыскивали при помощи этихъ уравневй, напр,, ко- 
ревь а, то Дия этого понадобилось бы искаючить веб остальные; 
но какпуъ бы обравомь мы ни произвели бы это искиюченще, мы по- 
дучили бы уравненйе, которое должно удовлетворяться не только кор- 
пемъ а, но и вофыи остальнымя; $, 6,...Ё, {. ДЪйствичельно, ва- 
мфчая, что всф корни входять въ уравнев!я (3) совершенно оди- 
наковымьъ обравомъ и Что, олфдовательно, въ этихъ уравненяхь 
они ничвмъ ие отличаются одянъ отъ другого, приходимъ къ. вы- 
воду, что вели бы намъ и уданось, послф нфкоторыхь вычиелен!й, 
всключить вов корни, кромф д, 10 при помощи точио такахь же 
вычисленй можно было бы исключить и всЪ корни, кром%, напр., 
$ и этоть второй результать отличался бы отъ перваго только 
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тБыь, 9т0 а измфнено на В, а это значить, что такому уравненни 
должны удовлетворять и а, и. 'Гакъ как» то же можно сказать и объ 
остальныхь корняхъ, о корнями уравненя относительно д, полу- 
ченнаго послф исключен!я остальныхъ буквь, очевидно, должны 
быть 6, 2,... ЛЬ и 410, слбдовательно (5 177), это уравнене 
не должно отличаться отъ заданнаго, Такое заключеню, вирочемъ, 
весьма просто можеть быть провбрено, Въ самомь дфяв, вернемся к 
уравневямъ (3). Умножимъ первое изъ нихъ на а”-!. второе — 
на 4-1, третье--на и”-*..., предпослинев — на а, послфднее— 
на | и сложимъ; въ ревультал® получимь сл8дующее уравнен!е: 


Ди... НА а Аа", 


отличающееся оть заданнаго только тфыЪ, что 5 залевнено буквою а 


8 183. Заибчане И. — На основав и предыдущаго нельзя утвер- 
ждать, что уравнев!я (3) нижогда не могуть призести къ рёшенпо 
алгебраическаго уравнеми. Тамъ доказано только 10, что эй. 
цфля нельзя достиевуть посредотвомь исключения (»— 1} искомыхь 
корней, потому что этоть пр1емъ приведетъ снова къ заданпону 
уравнению; не придти къ рёленио даннаго алгебраическаго урав- 
нев!я, исходя изъ тВхъ же уравнений (3), вое-таки ивогда можно, 
пользуясь другими премами. Опредфдимъ, напр., оба корвя ип 6 ураз- 
нен!я второй стелени: 

АА, 


Изъ соотношен!й: 
а45=— А, = 


получимь разноеть (и), возведя первое изъ пихъ въ квадрать 
и вычтя по-члевно второе, предварительно умноживтъ ве№ алены 


ноелвдняго на 4: 
(4 А ЙА, 


или, что то же самов, 


откуда 


а-—5==у 4-44. 


Зная же (а) и (&«—5), легко найдем аи 6. 
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УТ. ТьорЕМА © КОРНЯХЬ УРАВНЕНИЯ. 


$ 184. Зананчивая эту главу, опредълимъ ближе т суфдетвя, 
каюя можно вывести (8 170) изъ подстановки двухъ различвыхь 
чисель въ первую часяь уравневмя. 

Теорема. — Туса дай числа, я и $, пойстивлениия на мъето фо вь 
первую часть плебраимескою уривнойи: Х 0, дают результы 
съ противополовными знакими, то между нили, содероситев нечетное 


число корной. 
Нужно, при этомь, помнить, что кратные корни оточатьтваготся 


столько разъ, какъ велика степень ихь кратностя. 

Пусть а, 8,.... р будуть корни, лежящуе между ап В, а 9 — 
частиое оть дблешя Х на (д—0)(— 05)... (2— 2). Пишемь 
жождесяво: 


Х=({и—а) (2—0)... (&—2)9, 


тдВ О обовначаеть произведене множителей, соотвфхетвующихь 
ивимьтиъ корнямъ и тфмъ вещественнымт, которые не содержатея 
между си В. Полагая въ этомъ равецетв; поелфдовательно ==4, 
== получаемъ: 
Хи (#—а)@а—5)...(а—2) 6, 
Х=ф—0)8—5)... 8—2) 6; 


здфеь Х„, 9, №, © обозначають результаты подетановки А: 


точлены: Хи © на мфето х значенй: хи В. По предположенно, 
Х. и Х\— противоположныхь знаковъ; елёдовательно, то же нужяо 


скавать и о вторых чаетяхь. Замфчая же, что 9, и © -- одного 


знака, потому что въ противномъ случа уравнен{е: 0==0 имо 
бы, по крайней мёрх (8 170), одинъ корень, лежатий между а и В, 
приходимъ къ выводу, что произведеня: 


«0-5... @ =] 


ф—90—5...0—5 


имфють противоположные знаки, и такъ какЪъ всф множители пер- 
зато изь нихь— отрицательны, а второго — положительны, 10, 
очевидно, число этихь множителей, а слвдовательно; и число кор- 
ней: а, 5,..., р должно быть нечетнымъ, 


зы сы одиимь 4 пиъмь обе знапомь, зно лежйу ними подеренонея 
четное число корней (это число можотт, быть нулемъ,). 


КОНСПЕКТЬ. 


$ 165, Обицй пидь цфлой фупкийк оть 2. —8 166. Вельаи цёлая и рещю- 
зааьиан функщи оть перззвииой а’ иззеияюгся ленрерюнио. — $ 167. То змс 
отпоситея ко велкой функц, иромаводная оть иоторой пе обращеетея в, без- 
копсчцость. - $ 168. Можно всегда прихаль х доетаточно большое значе, 
утобы знака. лосй фупиця совнать со зиакошь ен нерпаго члела. 8 189. Знак, 
фуиюци четной в иечетпой степеши, когда персмфиная получать бодвпил, 
похблигтельвыя оли отрицалельныя, зпачел?н. — $ 170. Если (2) при двухъ 
зиаче ях 2, = и х=6 пуобуётиоть значешщи, иротивоноложиыя по 
зиажу, то уравнене : {(% иыфоть, о крайней мёрф, одиь коревь, лежа» 
ЛИЙ можду # и Ь. — $ ТИ. Эта теорема —справодзила для велкаго уравпешя, 
первая часть котораго ест. непрермвиаи фупкщя оть 2.—$ 172. Волков упая- 
попа почетной стомени изфеть всегда одить вецественаы! котепе, противо- 
ноложиый но знаку его иослфднену члеву.— $ 173, Уравиенге четной стецони, 
нося?днЁ члешь” когорато —отрикалольный, имбеть, по крайней вЪрЪ, два 
корня; одиль—положлптельный н другой—отрицательный. — 8 174, Прицима- 
Ють, что вояхос урависийе луфеть зеществениый наб Мнимый корень, — 
$ 175. Ведкое ураппеше ®и-ой степени икфеть ровно т корней и лорван со 
часть представляехт проззведене зп множителей первой стеиен н.—8 176, Иро- 
лаведев!е монмыхь миожителей равпо пузю только тогда, когжа одизер из 
множителей разент нуяю.— $ 177, Лва уравнешл съ одиция и тбыи же кор- 
вами мотугь равшичаться только постояивымь миожителеми. —8 18. Два 
многочлена #и-0й отепени--тождествениы, сслв онн равим между вобаю прл 
(я-Е1) зназсияхь первыиной.—8 179. ОпредТлен1еравныхт корией.—$ 180. Еоди 
(аъ ип соть я-кратаый коропь ураввеня ‹ь леществелными козе 
ЩЗенлами, то И («— ь и 1) будетъ таюже янкрахпый коронь тохо же уран 
пони. $ 18, Выражене коэцфиуентовь уравнешя черезь корни. —8 182. Ие- 
ходи изь шедыдущихь соотношевйй, нехьзл пригти, посредством ножлюче- 
фл, иь ровно дапиаго ураввони, —$ 183. Мельзн утлоридать, что и ко- 
вредогвомь какого-нибудь другого лыезо ати соотношения ие могу призегги 
къ нахожденю корней. — $ 184. Шели два, числа, а и В подставлепиягя вт 
1@®), далогь результати ст иротивоположлыми зпаками, #0 между пими содер 
жихся нечетиое число корией; сели же опи дмогь результаты 5 одним и 
тймъ ке зпаномь, то между номи содерлител или чогпое знахо корисй, иди 
ив содержится вжь лозср, 
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УПРА ЖВЕНГЯ. 


Т. Мими вахниит ироизведетя 2 (р—#”), когда 2 измфилетея сть 0 


до 2. 
Вывеети отеки условй, ири которыхъ уриняен 


яр 
имизо бы дай полоитольияох, корня. 
Отв. Исхоое уеловю: 49? 974. 


И. Найти усломь, ири поторыхь уравпенте: 
"фри +а=0 


ниБло (м даа положительныхь кория. 
Озл, Искомос условно: я“ — и)" риа", 
0. Доказать, что уразпене: 


имфетт, ® веществеитихт иорией, сели @, 6,..., # обонначаотеь 2 рамличиыхь 
чивель. 

Прилагается теорема $ 1720-го. 

ТУ. Боди уравнен!е: 


п дат ВВ ав, 0 
имбеть вс корлиг воеетвенние, то пепремфиио , 


42—28>0, 
№—240+20>0, 
01—28) -+3Ай-— 20, 


Мтобы доказаь это, полатають уз=2? в вамфчають, что посл приведс- 
щя уравиешя къ тадоцальному виду отпосительне у коуффииценем ага 
должны быгь по-леломфиио то похожительльвие, то отрицательными. 

У. Роли яр) в...) ан суть ® корпей уравяетшя: 


а т Ди. А, 


46 (т — п) остальшыхь корней удовлетворлють уравненно; 


а 
Е За, РА Заауит "9. 
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Абв Ха, Хоа, Хелаа, обовпачанит соотятетвенно суму коршей, сузыу 
ихь произведей по два, сумму их проваведе мо три, ит. д, при чем 
олиивмотся и тв ироизведеши, куда одит и тот же корень входиль и4- 
сколько разу. 


Прилагается теорема 8 181-го. 


ТЛАВА ВТОРАЯ. 


"Теорезта, Декарта. — Реорема Ролхя. 


Т. ТЕоРвМА ДЕКАРТА. 


$ 185. Опредёлене.— Локажемъ теперь извфотяфйшую теорему, 
которая деетъ возможность, при одномъ взелядф на алгебраичееков 
уравнение, опредфлить высш предфлъ числа зозможиьху. для него 
положительныхь корней. 

Доказательство этой теоремы покоитея на лемм\, которую мы 
сначала и изложимт. 

Котда два послФдовательныхь члена какого-нибудь многочлена 
имфоть противоположные знаки, то товурять, ччо они иредетавля- 
зотъ перемьну знака; когда ие они иифютъ ОДИНЪ и ТОТЪ Же ЗНАКЪ, 
то говорять, что они предотавлятотъ повтюрене знака, 

$ 186, Лемна.— Ясли улножитеь на (2—®) рионаланый и пълый 
многочлен, располовенный по убывиющимь степенямь буквы 2, зо 
нозффищенты произцеденя, начиная въ первею, додуть, но прайней 
двырль, одною веремьною знана болью, чъмь пооффицентя множенмало 
(а обозначаеть положительное число). 

Пусть /(%) есть множиное. Чтобы на чемъ-нибудь остановиться, 
предположимъ, что его первый членъ имфетъ положительный коз{- 
фищенть; разобьемъ члены этого многойлена ца тая группы, чтобы 
2% каждой изъ нихф вс; коэффиаментыг были бы съ однямъ илфиъ же 
янакомъ. Первая группа составитея изъ перваго члена и нефхъ по- 
ложительныхь чненовь, слфдующихь за нимъ @езъ перерыва; вто- 
рая групиа начнется съ перваго отрицалельнаго члена, п зат®иъ 
въ вее войдуть ве отрицательные члевы, содержашщесн между 
этим послёднимь и первымъ положительнымь, истрёчакищимея 
деле; этотъ положительный будегь первым членом третьей группы, 
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инт. д; садуеть замфтить, что любая изъ группь можеть состоять 
только изъ одного члена, Пишемтъ первый чненъ каждой группьй 


@)} 


каждый изу не нанисанныхь члевовъ—охного знака съ тВыЪ наии- 
саннымь, который находится ие лЪную его сторону и еъ котораго 
начинается группа, содержащая ихъ обоихъ. Необходимо пемнить, 
что каждый изъ напиованыхь членовь служить началомь одной 
изт групштъ, исключая иоелФдняго = ТУ, заканчивающаго, вапро- 
тивъ, ту группу, къ которой онъ принадлежите. 

Уинножимъ теперь написанвый такимъ образомъ многочленъ на, 
мвожаяель (;— <} и въ произведеви займемея составлевемь только 
слфдующихь членовь: х" НИ, дн, ТН, Н,..., а Н и послвд- 
няго == Та. При этомъ мы тотчасъ увидимт, что 

козффищенть при 27” — положителенъ, 

хозффащенть при х? — отрицателенъ, 

козффищенть пря 2" — положителевъ, 

коэффищенть при 2”? иыфетф знакъ иля |, или —, одина- 
ковый со знакомъ при 2" во множимом». 

Въ самомъ дВлЁ, въ произведени членъ съ х”+! происходить 
отъ умноженя Ал” на д; 

членч, съ 27 составляется изъ произведеня — Рд?+! члена — Ра 
на 2 и произведешя на —@ члена, предшествующаго непоеред- 
слвеняо члену — Рл’; & так какъ этоть члень, по нашему согла- 
шеяио, имфеть коэффищенль положительный, то его произведене 
на —а будеть имфть козффищенть отрицательный, который, будучи. 
сложень съ —Р, козффищевтомь произведеня — Ре, дать ве- 
обходимо отрицательную сумму; 

члень съ а7Н составляется изъ произведевя -- 07+! члена 
-{- 921 ва д и проивведемя на —з@ члева, предшествующаго не- 
посредетвенно члену ()л' а такъ какъ этоть члент, по нашему со- 
тлашенио, имзетъ коэффищенть отрицательный, то его произведе- 
ве на —а будеть имёть козффищенть положительный, который, 
будучи сложен еъ {- 9, коэффишентомъ произведеня дэ?! даст 
необходимо положительную сумму; 


Докавательство—тажов же и для слфдующихь членовъ; 


—7— 


ирибавимь еще, что послёдей членъ произведеня происходить, 
безъ волкаго приведешя иодобныхь чиенорь, только оть умноже- 
ны 7 ва —а и поэтому будегь имВть знакь ==. 


Итакъ, произаедене можеть быть написано в» вид: 
АН... Рен. ен... ВИ. и. Да, (2) 


дБ Р’, 9, В, 1... обовначаютъ положительныя числа, а не 
написанные члены имфють неопродфленный знакъ: 

Разематривая это произведен {2), зам чаемъ, что оно имфеть, 
но крайней мзр%, одною перемфною эвака боле, чвыт множимое (1}. 
Дайствительно, оть Ал” до — Ра? мы имфемь, по крайней 
мбрВ, одну перемвяу, а вх соотв тетвенной части множимаго только 
одну; оть —РаН до |- Ой мы имВемъ, по крайней нёр®, одяу 
перемЪну, & въ соохвфтотвенной части множныйго только одну. 
То же самое разсуждеше ведемъ до члена -= (/ж +", не трудно ви- 
ХБть, что до этого члена, въ произведени, по крайней м р, столько 
перемфнт знака, сколько ихь во веемъ иножимомь. Цослб же 
члена, -- /ж-Н произведеше дасть, по крайней нВрё, еще одиу 
неремфну, потому что этоть членъ — противопохложень по знаку по- 
слёднему члену -- 7х. ОлВдовательно, въ произведенш, по крайней 
мёрф, одною перемёною боле, уБмъ во множимомъ, что и требо- 
валось доказать. 

8$ 187. Замфчане, — Если первая труппа произведеня (9), отт 
Аа” до — Ри’, даетъ болбе одной перемьны, то число этихь 
перемфнъ остается нее-таки нечетнымъ, потому то край ся 
члены противоноложны по знаку, Отеюда вытекаеть, ито число 
перомфяъ, обеденных» посредетвомь умножешя въ эту часть произ- 
зеденя, —четное, То же относится къ числу перемфнъ, взеденныхъ 
въ каждую груипу, исключая послёдней, которая, не представляя 
ни одной перемфны во мЕожимомъ, дасть ихъ въ произведев?и не- 
четное число. СлВлозательно, асе число введеннихь поусльны—нечетное. 

$ 188. Высш предфлЪ числа положительныхь корней уравнени 
[Гредположимъ, что уравнен/е: 


$(®)=0 


алгебраическое и пусть {(2) есть произведене простыхь множи- 
телей, соотвётствующихь отрицательнымъ и мнимымь корнямъ 
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этого уравненя. Вф такомъ случа, называя черозь и, В, 1,.. 
положительные корни, мы можеьь записать; 


р... ; 


по предыдущей лвммЪ произведение /(2) (2—2) дастъ, по крайвей иЪр, 
одною перемфиою болфе, чФыт /(2); произведение /(2) («— 2) (&— В) 
дасть, по крайней у}, одвою перемфеио болфе, чБыъ преды- 
дущее, и блФдовательно, двумя мерембнами болЪе, чфмЪ /(2); 
К) (-—)(-3902:-7) длоть, по крайней мВЪ, тремя боле, ит. д. 
Лоэтому, когда всЪ члены /(») одного знака, то ироизведене (2) 
будетъ имфть, по крайней мВр\, столько перемТнь, сколько въ немъ 
корней; 2, В, т,.., 

Когда неё корни (2) ==0 положичельны, зо /(2) предиолагаеми, 
равнымь 1; предыдущее закнючене и въ этом“, случа справедливо. 

Итакъ, можно высказать слздующую теорему: 

Амобраимеское уриинене: 


аа) (ее 


первая чиснь копорило веть пойонильнан и цвачя фунышя ть я, 
не можеть члоыиь положнтельныхь корней больше порвлинь знака 
‚лезюду кообфиийентами (4). 
Эта теорема извфстна подь именем дрюмила энакодь Декарта. 
$ 189. Высшй предфлъ числа отрицательныхъ корней.—Пуеть 


$(2) =0 @) 


будеть алгебраическое уравнеше. Шели -—х обоввачаеть отрицатель- 
ный корень этого уравневя, то 


+(-а) =0 


и, сиВдонательно, +==--« есть корень уравпешя; 
4) 


получающагоея изъ даннаго поередствомъ зимны ръ послВднемт, 
з на —х. Отоода вытекзеть, что отрицательные корни уравнений (1) 
служить положительными корнями уравненя (2); примзняя, те- 
перь, къ уравненио (2) теорему Декарта, полупимт, высш Й предфль 
числа отрицательныхь корней даннаго уравненя. Итакъ, уравнене 
не можеть нить отрицателениыль корней болте числи перемзьнь знака 


-)= 
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въ первой части преобрилониннио урианеная (поередотвомь замены @ 
на — 2). 

$ 190. Замбчане.—'Теорема Декарта даетЪ высший предфль чнела, 
положительныхъ или отрицательных корней, возможныхъ для Дан- 
наго уравневя. Но часто случавтоя, что этоть предфль слиткомъ 
зеликъ н что, напр., число положительныхь корней меньше числа 
перемзнъ знака въ первой части. 

Одно только можно доказать, ЧТО если оба эвви чиела  ‘различни, 
20 изъ разное ветда чиело четное. 

Другими словами, если уравнене цилють чолное ниоло поремльнь 
знака, 10 оно также иметь четное нисао иолотительнижь корной; 
4 обли оно импнть нечетиное число перолуьнь знака, то оно иметь 
нечелннов оюе чицело полорнлявельнить зормей. 

Для хокавалельества, замтимъ, что въ уравнеши, инбющемъ чет 
нов число перемфаъ, поед®дей членъ, очевидно, положительный; 
слфдовательно, полагая 2=0 и 2—5, получимь результаты, оди- 
наковые по знаку; поэтому число положительныхь корней четнов 
(8 184). Если же число перем®нъ-—-нечетное, то посяфдий членъ— 
отрицелельвый; въ этомъ случаВ ху-=0, подотавленное въ первую 
часть, дасть отрицательный результать, & х=:<0 даеть веегда 
($ 168) положительный результать; отсюда заключавмъ ($ 184), что 
между Ой со содержится нечетное число положительныхь корней, 

$ 191. Низшй предёль числа ининыхъ норней.— Часто посредством, 
правила Декарта можно узналь, существуютъ ли мнимые корни въ 
данномъ уравнени. Въ самомъ дл, если возможное число поло- 
эжительныхь корней, сложенное съ возможнымь числомъ отрица- 
тельныхъ, даетт, сумму, меньшую степени уравнеейя, то непремвнис 
веть мнимые корни, ы 


Пусть, напр., дано уравнене: 
а -1= 


первая его часть имфоть только одну перембну звакя и потому 
оно можеть имбть положительный корень только одинт. Изывняемь 
шва —м 


; 


2—5 —2и— 


первая часть этого изыненнаго уравненя ямфеть также одву пе- 
ремёну знака и потому оно можеть имфть положительный корень 
тольно одинъ. Итакъ, наше уравнене можеть им?ть только два 
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нощественныхть корня в, слёдовательво, имфоть, по крайней мБрЪ, 
зиесть мнимыхл, корней. 

Кром того, въ данномъ случаЪ очевидно, что оба вещеетвен- 
ныхт корня, на которыя правило Декарта указываеть, какь на 
возможных, существують навфрное, 0% самомт дфдЪ, если въ урав- 
мени только одна перемфна знака, то избытоюь числа поереибнь 
надъ числомъ положительных корней, представляя четное число 
(8 190), дохжелъ быть равенъ нулю. 


Ц. Творима Рояли. 


$ 192. Теорена.— Л/ххжеду диулих послньдонилиельныли илцестивнными 
порн, в и Ъ, иривненл: Ут)==0 содероюитея, то крайней жить, 
одинь нещестиенный корень ео произиодной: 9") ==0. 

Въ самомъ дфлф, когла х изыфвяетея отЪ п ДоВ, 9(х), начиная 
св нуля и пройдя ифкоторый рядъ значе, снова зозвращается 
къ ну7о; а такъ какъ эта фунещя — нопрерывна, то она идетъ, 
или сначало увеличиваясь, & потомъ уменьшаясь, или же заобороть: 
сначала уменьшаяеь, а потомъ увеличаваяеь. Въ обоихъ случаях 
произведная м®няеть знакъ и, слФдовательно, въ силу ноепрерыв- 
ности, проходить черезъ нуль для одного изъ влечонй 2 между а но, 
что и требовалось доказать, 

Такъ какъ функщя въ промежутив оть « до Ь можеть н%- 
сколько разь подвергиуться по-перемвяно зозрастаню и убыванио, 
хо производная можеть нЁскояько разъ обратиться вт, нуль въ та- 
комъ промежутк®. Изажь, моде быту нусколико корней у произ- 
додной, содермипците можду двумя посльдонотельными порнями дан" 
казо урицнемя. 

Эта теорема - справедлина ддя воякаго уравнен!я, первая чаеть, 
котораго есть яепрерывивя функщя отъ 2, если ея проневодная 
тоже непрерывна. 


$ 193. Слёдетве.—Отекода вымекаетъь, что между двумл посльдо- 
вазтельныли корнями производной моееть не содерюаться ни одною 
корня даннио уравненл, но ‘вели содериеитоя, то не боле одного. 
Въ свномъ АВлВ, съ одной стороны, видно, что всли между двумя 
послфдоватехьными корнями, 4 и $, даннаго уравиеня, содержится 
веколько корней: д’, $... производной, то эти корни; а", &', 
производной не. содержать ни одного корня ланнаго уравненя; съ 
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другой же стороны, видно, что если между двумя послФдователь- 
выми корнями, ‹", $', производной заключается нЪоколько корней: 
„В... даннаго ураввеныя, 10 эти корни посяздняго уравненя не 
содержали бы корней его производной, а это--невозможно, 

8 194. Число вещественныхь корней уравнения. — Изъ предыдущаго 
ЗАКЛЮЧаем, ЧТО сре мы умъомь неййни корни производной, по мо“ 
эвемь соечириеть чиело вещеетаенныхь корней даннейд уриинонёя, Въ 
самомь дЪиВ, пусть @, 5, 0,,.,, # обозначеють вещественные 
корни производной, размфщенные зъ возрастающемъ или убывало- 
щемъ порядкз. Подетавляемь посл довательно на мото 2 въ первой 
части даннаго уравневя числа: 


Зо, е,..., Вю. 


Если дв послвдоватольныя подстановки датоть розультаты съ аро- 
тивонохожвными злаками, то ВЪ соотв®уственномт промежуткв на- 
ходитеял, по крайней мфр%, одинт, корень даннаго уравыев!я ($ 170) 
и только одинъ (8 193). Мели результаты — одного знака, 10 въ 
этомъ промежутев н®ть, ви одного корня даннато уравненйя, по- 
тому что въ ‚противномъ случа тамъ не могло бы быть боле 
одного ($ 193), а эю— невозможно. Такимь образомь кажлое изм\;- 
пен! знака при послфдовалельныхь подотановнахжь обнаружить 
существоваяе одного педественнаго корня даннаго уравненя. 

Жоли обозначить черезъ и число веществеяныхь корней проив- 
водной, то (»--1) будеть число промежутковь и, елфдовательно, 
(ЕП будетъь выешимъ предфломъ числа вещественныхт, корней 
даннаго уравнея, 

Еце видно, что если уравненте имфеть вс корни вещественные, 
то вто производвая иметь талоне вов корни зеществеяные; дЬй- 
свительно, # вещественаыхь коряей заданиаго уравневя дають 
(ш— 1) промежутков, въ каждомь изъ которыхь долженъ нахо- 
диться, по крайней ыЪрВ, одинъ коревь производной, имющей 
только ж--1 корней, Обратнов заключен!е —песпразедливо. 

$ 195. Приложене къ уравненю третьей степени. — Въ частном 
случаь, разоматривая урёзнен!е третьей стенепи въ его преетомь 
вид: 


= ра--9==0, 


замбчавмт, что, чтобы оно имфло всф три кория зещественные, 
М. 3. ПЕРОЖКОРЪ, АЛГЕБРА, Ц 
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необходимо прежде веото, чтобы его производная, 32’--р-=0, имвла, 
оба корня вещественные, потому что, если бы поелфдее были мни- 
мыми, 10 данное уравнеще не могло бы имёть ($ 193) болье одного 
зошестленнаго корня. Слфдовательно, р должно быть отрицатель- 
выиъ и корви производной будуть тогда: 


==И-2 
#=— 8 


Сверхь того необходимо, чтобы при послёдовалельной подетанови 
ва МОТО х рЪ первую часть даниаго урапнен{я звален: 


=, ИИ 2, += 


каждый разъ происходило бы изывнене внака ($ 194). Далфе, такъ 
какь подетановка значен!я-— оздёлаеть первую чаеть отрицатеяь- 
ною, а подстановка -|- со далаеть вв положительною, то необходимо 
и достаточно, чтобы получался знаку -|- при подстановк® менытато 
ворня производной и знакъ — при подетановкв большато корня. 
Представляя первую’ часть: д-ра -|-а подъ видом: 2(а7-|-р)-- 9, 
мы ножемъ выразить необходиныя и достаточныя условя слбдую- 
шлми веравеяствами: 


Равличимъ вдёеь два случая: 1) 4— положительно; тогда, так 
какъ р— отрицательно, первое неравенство непремфнно удозлетво- 
ритен; что касается второго, то можно написать: 


зам чая ве, что 06 части этого неравенства — положительны, мы 
можемъ возвысить ихъ въ квадраль (1, 8 204); 


з 


< Фи (< 


2) «— отрицательно; второе, неравенство въ этомЪъ случав 
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непремфнно удовлетворитея; что касается перваго, то можно иа- 
писать: 


замфчал, что обЪ части этого неравенства — положительны, возвы- 
шаемт, ихъ въ квадраты: 


— Е >, наи (#. + ( р } < 0. (1) 


Итак, неравенетво (1} есть необходимое и достаточное усломе, 
чтобы уравнен!е третьей стеиени им®ло вс три корня веществен- 
ные. (Это услове, очевидно, содержитъ первое < 0). 


КОНСНЕЕТЪ. 


$ 185. Опредблещи: что таков перемии знака и что таков новтороне 
зака, —$ 186. Шоли умпожить многочлент, цфлый относительно 2, на 
{#— 8), тд№ а — положичельно, то произведеще даст. по крайней Фут, одною 
перемйною знака бол\с, тби, ипожнимое, — 8 187. Число внедепыыхт, нере- 
"ВН — нечетное, —8 188. Чиело ноложительвыхь корней уравиел я ие можеть 
презьилаль числа перомфит, зпака въ ого первой части, —8 189. Высший ире- 
ДАниь числа отрицательцыхт корней, — 8 190. Избытокь чиеля порезеИнт, знаки» 
падь чиеломт положительныхь корпей есть чиело негиое. —$ 191, Назиай 
предьяь числа мпимыхь корней. —8 92. Между дпумя поелёдолалельняни 
пещественныии норпими уравней:я содержител, но крайней мир, одвит ве- 
щественимй корень ого проязводной.--$ 193. Между лвумя послфдовательтегыи 
воществелтыми корнями производной можеть во содержатьел ип одпого кория 
даннато уравиевн, но если содерлингоя, чо не боле одпого. —8 194. Если мы 
умфемъ пайти корни пронаводпой, то можемт, сосчитать зеществениые хории 
даннаго уравнения. Чтобы уравиет{е имфло веб корт вомоствоитые, иеобхо- 
димо, чтобыг его производная ныфле тажве вс® кории зеществепные; ио это 
услов!е но соть доететочое, — $ 195. Условно, чтобы уравнеше третьей сте- 
пани пыфло веб три кория воществониыо. ^^ 


УПРАЖНЕНТЯ, 


"1, Котка алгобранческое уравпетйе стенони 9% съ воизетвонными #03ф- 
фиищдеитами,—нозиое, т.-е. хогха ©го первая часть содержить вой столетии 2, 
вачиная со отецешу % и копчая степенью 0, то, вели во его корпи-веце- 
отвепные, чиедо положительныхь корней равно чпелу иерем\ ит знака, а число 
отрицатольныхт, корней равно числу повторен! знака, 

И. ели пеполиое уразпене стемети 9% содержит # члешовъ, то чиело 

и* 
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веществонвыхь кориой ие хожеть быть болбе (2—2) нри %в нетномт, и бо- 
лЁс (2 — 3) при ® номстпомъ. 

Для элихт, двух, упражшевй пользуются теоремаяи 88 18-го и 189-го. 

1, Есян въ пенолномъ уравнены можду двумя чденами съ одиняь и 
тАмъ ме или &т, нротивоположными зиаками подостлеть четнато числа иле- 
Бовъ, то урависйе имфеть, по крайней УБрЪ, столько миимиахт корней, 
сколько педостаегу членовт. 

ТУ. Если в пеиолиомь урапноши между двумя членами съ однимь и 
тИмь мо знанюхь иедостаелу нечетнаго чнела членовт, то уравиеше инегь 
ушимыхь копией, но крайней м®рЪ, столько, сколько недостающихь членовъ 
плюс одиит. Коли же два, члена, между которыыи педостаеть ифиотораго числа, 
чхонов,—ст иротилопозолилуми знаками, то уравнене иметь миямыху хоре 
ней, ко крайней мрф, столько, сколько педоетанлщихь членов, безь одного. 

У. Котда неполное уравнен!е пуотр веф пории вежествениые, го межд: 
двумя члелами съ одвимт и тВиъ же зианомь не можеть быть пропуеше; ме- 
жду же двумя членами ст, равличииаии заками ие ожеть.быть пропущено 
боле одного члена. 

УТ. Когда неполное уразнея!е пьббетч, всф вкорпи вещественные, то чиело 
похожитеньныхт, ворпей разпо чиелу иерезёнч, звака, & число отрицатель- 
лыхъ корней разно числу повторен анака, унеличениому па число иро- 
пусвовь, те. па число Вхр промежутковь, гд\ не доетаегь членовъ урая- 
церия, 

Кл, упражнении; ПИ, ТУ, У и УТ прилагаются теоремы 88 188-го, 189-то 
и 191-го. 

УП. Между двумя послЬхователиыми корияни уравпенш содержится 
воегдо нечетнов число корной ого производной, при чемь каждый двойной ко- 
опр, ноторый можеть ным, производная, считаете за дра кория, кжкый 
зройдой ел корень—ва три ворая, и т. д. 

Изолфдуютея измфнешя первой части уравцеша (8 192), 

УП. Веди чзены уравнопфя: 


и 


+ А, -18-+ А, = 


умпожить соотвётетвенно и @, #-- 6, а 28,.. 4 6 -+- (®— 06, «6, при 
чезь оп © обозначают положительныя числа, то соетавилея новое уравие- 
в1ю, иафуюнее по одному корию между вындмии двумя послуховалельными 
хориями даниато уравиеня, ицключая промежутка можду панмерыйиьь по“ 
ее» хорненть я предшествующие огрицатожьнымть 
П]нгхагается предыдущая теорема (УП), 
ТХ. Веди въ уравнении: {(5)==0 ивыфиити па —, то чнело перем, 
знака, и въ данпомт, м ах нреобравоваиномь уразиенши ие мости быуь выше 
„стеленн уравнейл; и вели ниже, то разность — чледо четное, 

Ивогьдують, как иропускь иТкоторыхь чщеноль въ уравнели влметь 
на, чиезо поремвит, знака, 

Х. Вели уравнеше сдешени № предотавлноть о перемшь зиана, то оно 
иыфеть, самое бодьшеа, (т —%) отридательныхь корпей. 
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Сафдетвю изъ теоремы ЕХ. 

ХГ. Пели при умножени перлой частн уравнеши на (х — а) будет. вве- 
дено {25 -- 1) перемиеь знака, то данное урапиеше имфеть, но храйпей з$з, 
22 мнимыхь корией, 

Прилалокугся теоремы: Х и $ 91-0. 


ТЛАВА ТРЕТЬЯ. 


Чеор1я равных, корней. 


1. Овиця множители ДВУХЬ МНОГОЧЛЕНОВЪ. 


196. Опредблене общаго наибольшаго алгебраичесваго дЪлителя. -— 
Мы вилфли ($8 175), что цвлая функтя оть перемЗяной х всегда 
можеть быть разложена на множителей первой степеви вода (2—а), 
при чем = обозначаеть или вещественное число, ий мнимое 
выражене, не зависящее отъ м. Разложеше можеть быть только 
одно и ВЪ КАЖДОМ многочлен чиело такихъ множителей непре- 
мфнно равно его степени. Вообще, два различвыхь многочлена 
инфютъ неравныхь множителей и только въ чаетныхь случаяхъ 
они будуть имфть одного или нвоколькихь общихъ множителей. 
При нёкоторыхь алгебрайческихь равысканяхъ валено умВть опре- 
дЪлять, будуть ли два данныхь многочлена имфть общихь мно- 
жителей, в если будуть, то чему равно произведене всзхь ихъ 
общихь множателей; послФднае называется общуимь наибольшаимь дл, 
лителемь Двухь многочленовъ, 
$ 197. Разыскаще общаго наибольшаго дфлителя двухъ нногочяе- 
новъ. — Пуеть +(2) и $.(2) булуть два многочлена, расположенные 
ио убывающемь стеденямъ 2. Предположимьъ, что степень $(2) выше 
стенени $:(2), и раздёлимъ первый изъ этихь многочленовъ на 
второй. Навовемь частное черезь @ и осталокъ чорезъ $.(2); 


тогда 
9) = 9 (в). 


Это равенство покавываеть, что произведеше общихь мнови- 
телей для (2) и $.(2) веть въ то же время произведене общихь 
множителей для 2,(7) и $,(2). Въ самомъ ДБяф, пусть (2 — ®) есть 
общ множитель для (2) и $,:(7), входящий въ каждый изъ этихъ 
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двухь многочленовъ по р равъ, иначе говоря, (2) в $. (4) длятся 
на (2—1)7, озкуда очевидао, что сумма и одно изъ слатаемыхь 
(2) также делятся на этого дфлителя; слфдовательно, ка того 
же дЪлителя должно дФлиться и второе слагаемое $,(2). Также 
покажемъ, что если (2—4) входить р разъ множителемь въ (=) 
и вЪ .(1), то оно войдеть р разъ ивожителемъ и въ $(2), Число 
р можеть равнаться 1. 

Итакъ, обще множители для $(2) и $,(х) сонпадають съ общими 
множателями для $,(2) и $.) и въ обоихъ случаяхь должны быть 
ввязы съ одними и тБыи же показателями; это значить, 1то обийй 
ваибольний длихель $(2) и $;(2) есть въ то же время обуЙ наи- 
больший дфлитель $.(2) и $.(2). 

Точно такъ же разыскане общаго ваибольшаго дфлителя $,(2) 
и $2(2) пряведеть насъ къ разысканно общаго наибольлахо дбли- 
теля между $.(<) и осталкомъ 9;(2) оть двлешя $, на у; такимъ 
образомъ продолжаем замЪвять данные многозлены другимв, сте- 
пень которыхт, непрерывно уменьшается; наконець, хоз дойдемь 
да знакою дтълешя, которое выполняется зточно, то послтдай дили- 
энель и будеть испомамь общиме неибомяшимь длителень. 

Если у насъ получится численный остатокъ раньше ожидае- 
маго точнато дфленя, то данные многочдены не имють никакого 
общато множителя, а слфдовательно, не имють и общаго наиболь- 
шаго двлитехя. 

$ 198. Замёчане. —— При равыскани произведеня общих мво- 
жателей двухь многочленовъ не обращается вакажого вниманя ва 
числеяные множители. Поэтому, можно умножить одивъ изъ дан- 
ныхЬ многочиеновь или какой-нибудь изь полученныхь остатковъ 
на какой-утодво численный мвожитель. Этимъ замбчанемъ чаето 
пользуются, чтобы избфжать введефя часленвыхъ внаменателей, 
Для этого достаточно умножить посд®довательныя дфлимыя на 
хозффищенть перваго члена соотвЪественнао дфлителя; этого пра- 
зила нужно держаться не только для послЕдовательныхь функ: 
$; 9 Фь Фи... бяужащихь поелфдоволельными дфлителяни, но 
также и для частвыхъ дёликыхь, которыя могуть появиться при 
каждомъ дёлени. 

Предположимъ, напр., что при дфлени (4) на. $,(2) мы номвли 
въ частномь я®которое число членовь, совокупность которыхь иа- 
зоземь черевъ ©. Пусть, кромв торо, $(2) обозначаеть остатокъ отъ 
флимаго, послф того какъ мы вычли произведен 4, на двлателя. 
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Въ ханомъ случа 
(0) = 9,4;(9) +); 


изъ этого равенства такъ же, какъ и въ 8 197-мъ, мы заключаемъ, 
что обифе множатели для $(х) и ,(7) будуть совпадать съ общими 
множителями дия +(2) и $,(2) и, слЪдовательно, съ общими мно- 
жителями #42) и $,(2), ТАБ Е обозначаеть какую-нибудь постоян- 
ную. Итакь, можно продолжать дЬйстыя для нахожденя общато 
наибольцато дфлителя, умноживь предварительно частное дЪлимое 
%(=) на афкоторый чнеденный мвожитель #. 

Также можно раздфлать одийъ изъ многочленовъ или какой- 
нибудь ивъ оетатцовь на, численвый множитель, общий дия вх 
членовъ. 

$ 199. Приибръ 1. — Пусть требуется отыевать произведеше 
общихь множителей дия слдующихь двухь многочленов: 


ав ай -|-105-—4, 
2 —62-|- 84 —Ва-Н1. 
Воть таблица дЪйствий 


$(2) За 4 + 125—4, 
(= — ба За? — За 1. 


Первое числтное дуйотве, 


Проив. дбл-аго па 2. „= Л 8|. = ви Зе 
аи бе 
ая == Зои 
о 6—2 Па --В Ш 
вая Зи 
7—0 16 


Произ. остова ив 2, 


Второе частное дъщетие. 


2— ба М |1 | и 19а 
2 — 382 -- 987 — 82 28-532 
Зи ЧР бе 1 
322 — 60827 -- 15668= — 512 
6187 — 36395 -- 518 
Частное отр ден 
остатка ва 518...:.....0.0— ЗЕ ОТ 
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ЗГретьв чисзлнов двябепие. 


2—1: 2-49 — 16 | 
2—3 2 


Ихакь, произведене общих. ‘множителей воть (5°— За) и 
мы можемъ написать: 
ча) == (а? .- За 14° —4), 
(д ЗН -- 1). 


Въ предыдущихь дёйстияхь многочлень $(х) и первый обта- 
токъ при дервомъ дЪлени были умножены на 2; остатокъ же от 
второго дфлешя бынъ раздфлень на 513. Такое введеще и опуска- 
вв численных множителей, какъ замфчено выше, ие вляать на 
искомый ревультать, хотя отъ этого и изивняются послфдовательно 
получаемыя чаетныя. Такъ, напр., при дфлеши 9х) на ф,(2) безъ 


з 
этихь упрощен въ цастномъ мы получили бы (=. 3) вмзето по- 


лученнаго (2—2); но такъ какъ частныя не играють яика- 
кой роли, то такое изыВнен!е ихл ве предетавляеть никакихъ не- 
удоботвъ. 

Примёръ #.-Раземотримь еще слВдующихь два многочлена: 


У обдЕЕ и” — ада 67а” -|- 104? — 855—4, 
| 2.2) = 22° — 18ай | 39 — 96? |-&-Н1. 
Воть таблица дЪйствй: 
2 — Эва -роЗая-- ий — 505 8 
1-е 0 ира к 
Вах — 187 | 160 Ве 6 


18° 1б2ал | нбЛая — Эа бе 9 
202% — 122% -- 244" — 605 —17 


307 4504 Оба беби. 2644. 26 | 25—19 
504— 3942-_ 4882— 190— 34 
— бы ЧА бо бе 55 
ббООНТАТТ В —Тобобаи даб 695 
—1850% 12670 —1610427--39605--1122 
= тар вая давба— 407 
По о 1 


344 — бб 17 
2% — 66 
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26 — 10027 -- 54. 605 — 17 [2—7 4 вх 1 


к — 1764 + 196за -- Бу 32—И 
ия - аи 


— 24-10 — 865 — 


Итакъ, произведене общихь множителей есть (2—1? 5-1: 
разлфливъ на него оба многочлена: $(2) и 9:(*), мы можемт по- 
сифдНе предетавить въ видф слдующихь произведен: 


Фе = (а ти РО т, 
Фа = — 1-58 1) 97-441). 


ЗамЪтимтъ, что и въ этомъ примр были сдБланы различвыя 
упрощен пра послёдовательныхь дьленяхъ. При перромъ изф нихъ 
длиное было умвожено ва 2; при второмъ были умножевы ни 96 
два дфлямыхь: главное и первое частное, остатокъ же быль раздЪ- 
ленъ на 497. 

Примфръ |}.—Отьщемъ обийй наибольний дфлитель еще тасахъ 
многочленовъ: 


ава — 1? 16а" — 404? + 482 — 16, 
| <. (2) = 6" -— 36а 4 ода? — 802-48. 


Воть таблица дЪйстей: 


би 40 -- Эи МОРЕ 2880 — 96 | ал врочьво Воз--ав 
62—36 -- вм — Зо -- 435 
— тер ви Ши -- ба — 06 
— ай -- 180 — 96014405 — 576 
ааа бой 40 р 5802 — 888 
— би бар 0540 
ТВат р а Паб 48 


аа 1994" 17бе-- 48 
92-49 


78° — 4ббая -- 7805“ — 10405 - 6394 | 
18° 4" 1162427 10564? 2; 


7) 
6372 — 453647 -|- 1372827 — ГУБА + 82 
87 — 411622 94092 — 8604и-|- 2352 

— 90+ 48907 — 86405-25760 
= я ыы вв 


1лл — Вы + 19002 —17бе + 48 | 
1321 — 78 -|- 1562 — 104 

бе-- В7— 7-48 
— бр зе — ав 
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Итакъ, обиий множитель ест (2* — 62° 122— 3), 

Пря посзбдовательныхь дблешяхь эъ этомъ приифрф, какъ и 
въ предыдущихь, введены и опущены ифкоторые численные мно- 
жители, замфтихь которые теперь уже не трудно. 


ПП. Овны корни ДВУХЬ УРАВИЕНЙ. 


$ 200. Сповобъ находить общуе корни двухъ уравненй. — Предылу- 
щая творя лает возможность свести разыекаве общихт корней 
хвухь уравневй не рёшеве одного уравнен1я, содержащаго только 
эти корни и потому степени низшей, чфмъ данвыя уравнешя. Въ 
самомъ дЪлЪ, яено, что иронаведене общуиить нножиттелей двуть мноо- 
членовь, будучн приравнено нулю, дасть тмочно толухо ть корни, #0- 
зторые обращитоть въ нуль оба уравненя заризь. 

Пусть, апр. намъ давы уравненя:. 


22—49 4-67 4+ 107 — 260 — 4==0, 
Зи 18-391 — 26 --в--1=0., 


Мы видёли ($ 199, примёрь П), что произведеше множителей“ 
общих для первыхъ частей этихъ уравненш, есть 


ии 1 


и, слВдовалельно, обийе корни будуть корнями уравиев!я третьей 
степени: 
2—5. 1=0. 


Повлвднее уравнене, очевидно, имфеть корень 2==1; поэтому его 
первая часть дБяитоя на (#— 1). Частное, 2°—02--\, будучи 
приравнеко нулю, дастъ два другихь общихъ корня; х 8=110. 


ПЕ РАВНЫЕ КОРНИ. 


$ 201. Цёль теори равныхъ корней. —Премы для рёшен1я числен- 
ныхъ ураваенй требуютъ, атобы эти уравневя пе имфии равныхь 
корней. Поэтому необходано рётить слёдующахь два вопроса; 

1) Узнать, будеть ли давыое адтебраическое ураннене имфть 
равные корни, у 


= 


2) Рышене уравнен!я съ равными корвямн свести на рее 
иЪсколькихь другахь уравяевй, низшей степени, съ неравными 
корнями. 

$ 202. Способъ узнавать, будетъ ли уравнене инфть равные корни. — 
Товорятъ, что уравнене: (3) — 0 иметь п-кратный корень а, когда 
2(т) длится на (;— а)" Сабдующая теорема выражаеть необхо- 
димыя и достаточный дли этого усломя. 

Теорема |.— Шпобы число & было п-кринныямь корнемь алебрам- 
чески уравнейн: 92) ==0, необходимо в доезтазточно, чтобы оно, 
будучи подетаваено на мьето х, обращало бт функцио Ил) и ея 
(п—1) первыхь произиодныть въ нуль. 


Вь самомъ двлф, мы можемъ написать тождество; - 


2=а+@-—9 
и, слвдовательно, 


че) = Ф[а (в —а)] 


развертывая же $[в--(=—а)] по общей формул, данной въ 
$ ПО-мъ, получаемъ: 


При обдномъ вагнядв на эту формулу видно, что высказавное 
въ теоремв усломе — достахочно. Дйотвательно, вели (а) = 0, 
-$'(@)=0,..., +" Ца)==0, то остаотел во второй части только 
таке члены, которые содержать множителемъ (— в)"; слёдова- 
тельно, $(2) дВлихся на (х-— а)". 

= Кром того, это услове — необходимо; въ самомъ дёлВ, пред- 
положимь, что $(2) длится на (2 — а)", что ‹7(#) есть первая изъ 
производныхь оть $(2), не обращающаяся въ нуль пря 2==а, и 
что р<и; предыдущее равенство приметь слёдующий видъ: 


НЫ, 
кое ое... 


+ Ве 


х— а)". 


ели теперь об чаети раздфянть на (2— а}, то получитея невоз- 
можное равенетно: 


8 
«1 


+*а) а 
БГ... АРУ @ер мт.. 


ты 


(х 


дБиствитеньно, по предположено, (=) ямдеть мяожителемт (2-—4)" 
и такъ жекъ яр, то первая часть обращается въ нуль при х==а, 
пторая же часть получаеть значене, отличное отъ нуля, именно 


`'Изъ чолько-что доказанаой теоремы можно вывеети слёдующя 
условуя: 

$ 263. Теорема И, — Шзобы чибло в было э-кратимямь корнель 
плебраичеснояе уравнемя: +(%)==0, необтодимо и достенточно, чтобы 
оно, будучи подетавлено на люсто 2, обращало бы мноючаень ч(%) 
во нуль в чтобы, сверть этою, оно было (п — Т)-пратнамь корнемь 
пронзводнио уравнещя: 9т)==0, ` 

Въ самомъ дблЪ, изъ предыдущей теоремы зытекаеть, чо не- 
обходямыя и достеточныя услошя выражаются уравненями: 


Фа = 9(а)=0,..., 9 Ца) 


. 


явь нихь (и— 1) нослёдаихь показывалоть, что а всль корень урав- 
НОБИЙ: 2'(4)==0 и (»—2) первыхъ производныхь отъ него; сл®до- 
лательно, по той же теорем а воть (и--1)-кратный корень урав- 
нен{я: $'(2)==0. 

$ 204. Замфчане.—Изъ предыдущей теоремы вытекаеть, что если 
разложить первую часть уравненя и вя производной на простых 
множителей, соотвтотвующихь ихъ равличвымъ корнямъ, то каж- 
дому кратному корню а, входящему я разъ въ уразнене, будуть 
воотвЪфтетвовать въ производной (и--1) множителей, равныхъ (1#—а); 
иначе говоря, есля уравнене: $(2)—0 иметь м корней, равных, &, 
$? корзей, равныхъ 5, 4 корней, равныхъ ‹, х корней, равныхь 4, 
итд, 10 


Фе =(@-— аа —а)..., 
У@Ф=е -а)" Роб е фа ., 


и, слёдовательно, $7) и 92) имфотъ общими множателями: 
{р ве, о-в 07, &—9'—,.,, Другахь общихь мно- 
жителей (т) в Ф'(2) имфть не могуть, потому что если бы у лихъ 
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быль еще какой-набудь обиуй множитель: (2--6), по & было бы 
корнем для (2) и для »'(®), а это значить, что $ было бы двой- 
яымъ корнемт, +(л) ($ 202). Изт, сказанваго зяключаемь, чта 

обчйй нанбольнйй дьлитиль первой насти ‘уравнанл в вя пронз- 
водной воть, произнедене просить множителей, обутопаповилрощагь 
пратнимь порнямь, в стспенягь на сдиницу ниже илл кратно 

Чтобы рить, будеть ли уравнёме имфть равные корни, 
пшуть облий наибольоий дфлитель между ето первою частыю и ея 
производвою. Шели общаго наибольнаго дёлителя вт, то, зиа- 
чить, изтъ и равныхъ корней. 

$ 2065. Приведеше уравненя съ равными корнями. — Предыдущя 
теоремы даютъ возможность свести рёшен!е уравнейя съ равными 
корнями ва рьшеве ифокольнихь другихъ уравневй, не инНощяхь 
равкыхь корней. Вь самомъ дЬл, разсмотримт уравнен!е: ‹ 
Пусть его первая часть булетъ разложена на множителей, соотвёт- 
ствующихь его корнямъ, и пусть Х„, Х„ Х„ Х, обозначають иро- 
изредевя множителей каждой кратности отдёльно, взятыхь пря- 
томъ по одному только разу, т.-е. пусть Х, веть произведен про- 
стыхъ множителей, Х,--пройзведен!е множителей, соотвфтетвуо- 
ЩихЬ двойным корнямъ, взятыхь по одному только разу, ит. д, 
Тогда 


®=х.хихух.. 


Произведен! е множителей, общихъ многочлену Х и его промз- 
водной, по предыдущиме теоремамъ, будеть: 


Р=х,Х2 Хе. 


Проязведеве Р, множителей, общихь Ри его производной. по 
тфиъ же теоремамь, будетъ: 


Р.=Х,ХА. 


Наконец», произведен!е Р, множителей, общихь Р, и его про- 
ивводной, будет: 
Р.=Х.. 


ели данное уравнее не имфетъ корней, степень кратиости 
которыхь выше 4, то Р, уже не будеть имфть общихь множите- 
лей во свьею производной; въ противвомъ случав надо продолжать 
наши дфйстя въ томъ же направлеви, до твхь поръ пока не 
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получинъ выраженя, ие имфощаго болфе общаго дфлителя со 
своею проазводною. Дфлимъ теперь каждое изъ предыдущихь ра- 
зенстлъ на слбдующее: 


Ре =х.х,х.Хь 


р 
рее ххх. 
р. 


‚ =4:=.Х,Х, 
р=х, 


Дфля каждое изъ этихъ равенствъ на слФдующее, получаем: 


Я =х, 4 =х, &=х, В=х, 


'Итакъ, посредством»ь проетыхъ дёлешй можно найти Х, Х» 
Х„ Хи РФшая же уравнен!я: 
Х.=0, Х,=0, Х.=0, Х,=0, 
не имфющИя болфе кратныхь корней, получимъ отдёльно простые 


копни, отдфльио двойные, тройные, четверные, ... давнаго ураваевия. 
$ 206. Прииёръ 9. — Триложамъ предыдущй методъ къ ураввеайо: 


(а 4ай- 27 --19в--45 =0. 
Соотввляемь производную: 
вая я-а 4-3 -- 5-3), 
Посредетвомъ послёдовательныхь дблев!й получавыь слВдующы 


уравнен!я; 


И НЫ 
94-1) (а? Ав —11)200(%--3), 
очи вание 1), 


Следовательно, общ множитель для 9%) и 4+“=) есть (#--3). 
Итакъ, —8 ееть двойной корень; въ самомъ дл, посредетвомъ 
двлевя нахОоДамъ: 


ое 8 (ий 9845). 
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Примфръ !./—Пуеть даво еще уравиене: 
а" 10а -- 16—60, 
Состазляемь производную: 
фа ==5-— 4-8). 
Посл®довательныя дфлешя далоть: 


2*— 107-16 бя) 60—95 -|-1), 
д — = 0 --=--8) 
= (= Пча--аж-- 3). 
Сльдонательно, общёй наибольший дфлитель для $(2) и $/(2) веть 
(2—1). Итакь, въ данномь уравнев!и только одинъ кратный ко- 
рень, именно тройной, х==1; въ самомъ дфлЬ, 
(еже 1. (а 3#--0). 


Примбръ #.-—Дано уравненге: 


эт -- 16—40? -|--485— 16-0; 


первая производная есть 
9 ба — 3624-6047 — 805-48. 


Мы уже раньше налили (8 199), что произведение общихь множи- 
телей для этихт. двухь функц воть 


22— би -- 195 —8, 


или, что то же самое, 
(2—3)". 


Сифдовательно, четыре корня предложеннаго ураннеы равны, 
каждый, 2; въ самомъ дёлф, 


9 (2) =(#— 2)*. (= —1), 


Прияфръ 1\.--Наконедъ, пусть будеть дано уравнене: 


фа) — 10° {+47 — 1407 --27147 — 330%--825==0; 
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его производная будеть: 
„ред ава” — 0д"-|-1885* — 4205* -- 549—830. 


Послфдовательныя дфленНя датот 


обеде (+ 8) Ним + 8вый — 102-75, 
313=-|-5) {2 —104*-362*—702-|-75)--73(. 115--15), 
аз Пе авия поз тбаая— БаР-- Иа 15) (2—6). 


9) 


Слфдовательно, произведене множителей, общихь обоимь много- 
членамъ, будетт: 


—5й-Н02—15, 


Дблимъ это произведен!е на его производную, предварительно умаи- 
живъ его ва 8: 
Ни еб | М7 бери. 


— Бе -- 9—4 #25 ы 


обтатокъ умножаемт также на 3 и продолжаеме дфлене: 


= 1522 665—136, 
16%— 80? 


опуская множатель 16, видимь, что посаёдьНЁ остатовь можеть 
быть замфпенъ двучленомъ (#—5}; 006л% этого упрощения продол- 
жать дадфе нфтъ надобности, танъ кант (327 —- 10%--11), очевидно, 
не обращаетел въ нуль при х=--5 и, сяБдовательно, ке дБлится 
на (#—5). Итаюъ, общ дФяютель (2-52? {+ Пи 15) для х(т) и 
ея производной не вмфетъ кратвыхь множителей и потому (2) 
пыфетъ только три двойныхь корни, которые въ то же время суть 
корни уравнешя: 


- 6274 Па--16 


КОНСПЕЕТЬ, 


$ 196. Опредваевю общаго наибольшего дфаителл двухъ мпогочделовь. 
$ 197. Сиособъ его получен, подобиий чому, который употребляется для двух 
чиселъ.-8 198. Важное замбчаще о введен или ошусканй! чнелениых мио- 
щитолей при послвдовательныхь двлешяжь.—8 199. Принбры. 8 200. Разые- 
Кане общихь корней дзухь уравнев!!,—8 201, Цфль теор равинхь корисй.— 
$ 202. Необходниое и достаточное услове, чтобы корень а данвато уравнешя 
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быль бы я-кратнымт.--8 203. Другое выраженю того ше условш,--$ 204. Цро- 
паведоше общихь мпожителей первой части уравнешя пл ся ороизнодной; иаеь 
умвмотт, будсть ли уравиаие изь равные гории.--$ 206, Принедоше ураа- 
паша ел у КорИлын 1, ПВЕКОяЬкиь ДрУГИЖ, ие пунущимь кратвыхь 
корной.—8 206. Цризры, 


УПРА Ж НЕК | Я. 
Т. Ривдолить на мпозкителей миогочлень: 
Ката Эдеа" ай 8в—В. 
Кое 
Н. Разложнть ий ыножьтелей многочаеии 


Ё® = 


Отв 


#5. 


За? -- №. 
Из (#4-1е— 9). 


Ш. Разложить па ниожителей ипогочлены: 


Отв 


Ио 


ааа Зоя ее — 8х |- 956. 
=е-9—9% 


Он 


ГУ. Разлолить па миожитолей многочи 


Дей 4-й Вар — а Ва 187—105 — 4. 
Пей рейв 1. 


ить па мпозиггелой многочлен: 


Кота 12 — 2 -|- 3002 — бл? -- Аа + 94. 
Отл.: 
” Кое - 04-2 в— 3). 


УТ. Нусм, Г в @ обовцачають два, мпогочаеца относительно 2, е5 вещце- 
осиоиечыи из вииыыыи коэффиценталит, не изгаощихь инкакого общаго мно- 
ители, в Ви 0’ пусть обовначають ижь производных. ели ураннене: 
Г--- 9-0 либоли двойной коропь, то этоть корень, зещестпеиый или мии“ 
‘мый, будеть завис ирипадлежать ураниенгю: 2” -|. 9 =0. 

Приюуих 


= рф, Реещи чи 


Ветодять Въ ТОЖДЕСТВА: 


(РИ (ф- ЧИд=Р+ 9. 


м. в. пыгоокоьь, ливевил. Ио 
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УП. Вели и вот, л-кротный порень уравнения; 360) =:0, то они будет 
(„-- О-ратиммт, корнем поваго уразнен, козорое вы получишь, улиолиие 
члена дана, нредиюаахасяато поляна, соул ьтеаснию па, поезбдоватедьные 
змены какой-нибудь вриамстической прогреен. 

Цоходазь из, теоремы 8203-го. 


ГЛАВА ЧЕТВЯРТАЯ. 


бопзяфриныь корни. 


1. Птехьлы корРИЕЙ, 


8 207, Опредблене,-- Выяини, пуедиломь положачезьныхь корней 
уравнен:я называетея всякое число, большее, чвит наибольний изв 
положительныхъ корней; низиила предоломь называется всякое чйело, 
меньшее, чвмъ наименых изъ нихъ, 

Низшимь прейвломь отрицательныхъ корней навывается всякое 
число, меньшее, чм наименьшИ изъ отрицательныхь корней; вмо- 
зицль предьломь называется всякое число, большее, чмт наябольний 
ИЗЪ БИХЪ. 

При ршенйи численнато уравненйн полезно знать предфлы его 
корней, Воть вфкоторыя правила для ихъ чахожхеня. 

$ 208. Первое правило. — ели въ уривненйн степени т: 


д А А --... НА де-НА,=0 


абюмизтная величина намбольнияо отрицительнило коэффииенти есть 
№ н вели п есть разнодть между стопеныю уранномя и степенью 


марио отричетельнию члени, то 1 -- УХ веть высний предпль воло- 
эоштальныть корней. 

Въ самомъ д№л®, если при подстачовьв на мвето х числа Ь & 
также всякаго другого, большего }, первый членъ уравнешя будет, 
оставаться постоянно положительнымь, то #, очевидно, будетъ вые- 
шимъ предёломъ положительныхь корвей. Очеведио, что это чиено 
1 достаточно выбрать такъ, чтобы оно удовлетворяло неравенству: 


ао ее аи... фь-- > 6; (1) 


„дЁйствительно, собтавляя это неравенство, мы, съ одной стороны, 
опустили вов положительные члены между 2” и д”-*, & съ другой 
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стороны, заифиили во везхь погяфдующихь членахь ихь коэффи- 
центы па--М№. Меравенство (1) равносояьло перавенетву: 


и 


ие 


>, 


или 
хе По Мен Пь0, [20 


позожу что осогда можно предиоложить д:2 1. Иосяфднев же пера- 
венетво удовлетворитен, сслн удовлетворить неразенетву: 


аи По Мен о. [Е 


которое мы получаем изъ предыдущаго, ухеныпал ито первую 
часть. ДТлимъ, далфе, обф части неравенства (3) нь =" Н: 


в" Ш 1) №20; 


полученное неравенство удовлетворитея, если удовлетворится такое: 


& Пи В. М0, пли (5-1 --М> 0, 


Отеюда видно, что х достаточно выбрать такт, чтобы 


вза ИМ, (4) 


что и треболалось доказать, 

ели первый отрицательный члень есть члель съ 2*—\, 10 32 
и найдевный предфль обралцается въ этомъ случаф въ 1 М. 

$ 209. Второе правило, данное Ньютономъ. — Всяхоб число $, обра- 
щелзцее первую чать уравненя: (и) ==0 в зав ея производныя в 
полорештельния числа, есть высийй прейтль полозвительныхе корней. 

Въ самомь дЪ если уманьитить на { каждый изъ коряей урав- 
ценя, полатая у=я-—1, или, что 10 же саме, в==Р-Ру, то урав- 
нене преобравуетея въ ельдующее: 


ПЕНИ НРА... НР 


А такъ какъ, по предположению, всё кооффищенть: /\0, 24, 

'а,..., "р-положительны, то викакое положительное число, 

будучя подетавлено на мфото у, це можеть удовлетварить ятому 

уравнению; елФдовалельно, послёднее не имфеть положительныхь 
4* 
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корней, Другими словами, ве его вещественные корни — отрица- 
тельшы, +.-е. веякое вещественное значене 2 меньше 1. Это и тре- 
бовалось доказать, 

Чтобы приложить это правило, разм щелоть фувющи въ сл\- 
дутощемъ порядк®: 


РР”), Ч), Р",.. ‚К, Рех 


такъ какъ /*(х) равна 1.2.3.., т и поэтому всегда положительна, 
то выбирають сначала наименьшее цфлов число, придающее функ- 
щи {”-Ча) положительное значене. Подставляютъ это число въ 
РР" (х): если получится отрицательное значение, то выбранное число 
увеличиваютъ на одну или н®сколько единиць постепенно, до т$хъ 
порь пока {“—2) не станеть положитеньною, ЗатВиъ новое чиело 
подетавляють въ функшю {*-®); и вели поелфдняя выйдеть отри- 
цательного, то это число также увеличивелоть, до тВхъ поръ пока 
["—К2) въ свою очередь не приметъ положительнато значеня. Та- 
кимъ образомъ ибпытывають вов функши до /(2). Число 1, кото- 
рое, позлЁ вовхъ этихъ подстановокь, придасть {(х) положитель- 
ное вначенще, будетъ искомымъ числомъ. 

Въ самомъ дВлЪ, предположимъ, что нфкоторов число а, полу- 
ченное по этому способу, придасть положичельныя знаменя фувк- 
ямъ: р*-К), [2 (9), .,., [*-* (2). Не трудно замтить, что если 
это число увеличить на } единидь, то оно тёыъ же самынъ фуяк- 
щямъ по-прежнему будеть придазать положительныя значен{я; для 
докавательства достаточно раземотрёть общий случай: 


ое Ро... 


Если (в), Ро), 1РЦа),... — положительны, тои (2-1) так- 
же положичельна, потому что #—положительно. Полагая р—и-— 1, 
ваходимъ прежде вого, что такъ какъ [^-Ка)-положитеньна, то 
и {["—(в--№) также положительна. Далёе, полагая у=и— 2 и при- 
нимвя но вниманю, ч10 Ё"-(а) и {*-(а) —положительны, найдеиъ, 
чт и {"(а-Е#) также положительна, и т, д. 

$ 210. Третй способъ. — Наконець, можно олредфаять высций 
предёль корней, дЪля первую часть уравненя на группы изъ н5- 
свколькихъ членовт. Пусть, напр. двно уравнеше: 


аб 19 —49ай--502—13=50, 
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Группируемъ члены елёдующиамь обравомъ: 


да т) 


Число 4, подетарленное на мото 1, очевидно, придасть каждой 
групи положительное значеше и, слфдовательно, есть выслий иро- 
дЬль для корней, 

Также, члены уравненя: 


2 — би -- 31 —85--39=0 
могуть быть разбиты на слвдующя группы: 
д)-з9=0. 


Здфоь, трехчлень 2*— 5;--7, имфя инимые корни, нположителент 
при воякомь 2, вторая же группа — положительна при 2=1; слф- 
довательно, 1 есть вывлий предфль для коряей. 

На этихъ примфрахь видно, 910 вое искусство заключается въ 
томъ, чтобы разбить первую часть уравненя на тавя группы, 
каждая ивъ которыхь начиналась бы положительнымт членомъ, и 
найти нааменьтее дЪлое число, придающее знакь -- каждой изъ 
этихь групиъ. 

$ 211. Замёчане.— По первому способу для корней перваго урав- 
нешя мы нашли бы предфль 1--У29, или, что то же самое, 8; 
для второго уравне!я по этому же способу нашаи бы 1--5, рав- 
ное 6, 

Чтобы приложить къ первому уравненио способ Ныютона, пи- 
шемъ: 


варто ( 


Ко --1— 12—49 -622—13, 
Ражый--28ай —Вбл' — 982-52, 
Подвал? — 960-40, 


Родной 0-19, 
ПИ 
раза" Фет, 


1 
тазяБГ® =1 
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Отсюда видни, что велкое положительное чиель придлетъ г") 
пояожительное значене; далёе видва, что 1 придаать положитель- 
ное значеше /""(=), что 9 придаеть полежительныя звалевя /[*(х.) 
и Г) и что, наконець, 8, обралцая /(х} вт положительное чиело, 
сеть высний предать 

Чечбы приложить тот гие способъ ко второму уравненно, пи- 
шемт: 


"нае, 


ват 


Отоюда видво, что 2 обращаеть въ положительныя чиела {*"(л), 
Г'@®), Рай в Г®); сибдовазельно, 2 воть выепИй предфль, 
$ 212. Низшй предфль положительныхь корней. — Полагаемь в 


уравнейи з =} и отыскиваемт, выснИй предьль ? хил корней пре- 


1 


образозаннато уравненя; очевидно, что 7. будеть низшимъ предЪ- 


ломъ положительныхь корней даннато уравнен!я; въ самомъ дфлф, 
вели узЬ то => т. 

$ 213. Предфлы отрицательныхь корней. — Полагаемь х=—у и 
отыскиваемь высиИй и низший пред®лы, фи ?, положительных 
корней преобразованнаго уравненя, —Ё и —? будуть соотвёя- 
зтненно низтямъ и выслтимь предфлами отрицательныхь корвей 
Даннаго ураяненыт, съ самомъ дфлф, гели 


Т>у>и 
то 
<< 


1. РАЗЫСКАВТЕ СОИЗМУРИМЫХЬ КОРНЕЙ. 


$ 214. Посредствомь весьма простыхь испытан, производя- 
мых по правиламъ, можно отдфлять соизывримые корни уравненя 
<ъЪ соизывримыми коэффищентами. 


— 138 — 


Свачала мы покажемъ, что разыскан!е такихь корней еводптея 
на раныскаые ифлыхь корней, и для этого выведемь сяфдующую 
‘сеорему. 

Теорема, — Уравневе нид: 


а а) 


идь код 
кофралиенты-цьлая чиблць, не можеть имзань дробить гопальуимит 
зорни. 


Въ самомъ дВлЪ, если 


(7+4 


умножая же всё члевы на 5"-" и перелося ихз, крои® перваго, во 
вАорую часть, получамъ: 


паионь при первом члонь веть вдинние, и остадьные 


ы есть корень уравненшя (1), то 


+... ль 


(Аа А... 4 АД, 

Еелн предположиль — а это, очевидно, возможно —, что дробь ь 
приведена къ свовму простёйшему виду, т.-е. что 4 и &- взаимно- 
проетыя числа, то и “ предетавать несократимую дробь; сифдо- 


вазельно, = ве можеть равняться второй части, вс8 члены кота- 
рой суть цфлыя числа. Отсюда заключаем, что уравнене (1) не 
можеть имфть корня вида т Итакь, возможные соизмфримые корни 
уравневия (1} суть только п®лые. 

$ 216. Слёдетме. — Предыдущая теорема, дастъ возможность пре- 
образовать уравнене съ цфлыми козффищентами такимт, образомъ, 
чхо вов его соизмфримые корни будуть пфлыми. 

Въ еямомь дфлЬ, пуеть дано уравнене: 


да де... Ава, 
въ немъ можно предположить веё козффащевть: 4, Ар...) Мы 
цвлыми, потому что всегда легко освободиться отъ знамепателей, 
умиоживт на ихь общее наименьшее кратпое воф чхепы уравнешйя. 
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Полагаемь = и ‚ РА у— новая неизвфотная, которая, очевидно, 


должна удовлетворять уравненно: 
у), у 
а нА 


или, послВ умноженя обфихь его частей на Д”-!, уравненио: 


+ Ав= 


у” ду" Аду... ды" 0, 


Козффищенты этого послёдияго уравяешя — цфлые и, кромё того, 
хоэффащенть при перномъ член у" есть единида; елФдовательно, 
соизмфримыя значеня у— воф цфлыл. Эти значешы, очевидно, 
соотвьтотвують соизмфримымь значетямь 2; дБйствительно, с0- 


показываеть, 310 х и у одновременно соизифримы. 


отнощене: 2=2-д. 


Итакъ, изь предыдущаго зено, что ебли намъ удается получать 
ифлые корни уравнешя относительно у, то мы немедленно нолу- 
чимъ и 2еф соивыфримые корни относительно &. 

$ 216. Необходиныя и достаточныя условм, чтобы цфлое число было 
корнеиъ даннаго уравненя съ аёлыми ноэффищентами. — Мы вид#ли, 
какъ разыскаше соизмёримыхь корней можеть быть сведено иа 
разыскане пфлыхь корней. Остается показать, какл, можно полу- 
чить пфлые корни уравнешя съ дфлыми козффищентами, 


Пусть будетъ дано уравнеше: 
ам дат дд... А, (1) 


и пусть а есть одинъ изъ его цблыхъ корней. Въ такомъ случав 
первая часть уравнетя должна дфлиться на (1—0) и частное 
должно быть многочленомъь (ж—\)-ой степени; обозначавмь его 
Черезь 


дат рат Вит"... РР, 5 


тдБ Р, Р,..., Рь-ь очевидно, цёлыя числа, такъ какъ козф- 
фищенть при первомъ член® двличеля (2—- <) единица и, вяфдо- 
вательно, не можеть быть введено при дфлеши никакого знаменя- 
леля. Теперь мы можемт написать тождество: 


ео" Ра... РР, Р-Р, 
пд" ди---.. РА ил, = @ 
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выражелощцее, что дфлимое равна произведению длителя на частное. 
Выполняя указанныя дейстыя въ первой части этого равенетва и 
приравнивая другь другу коэффищелты ири одабхъ и тёхъ же 
стоиеняхь э, содучаемт: 


(8) 


Веф числа, входянуя въ эти уравнеля, — пёлыя; поэтому, изъ 
перваго уразневя зыводимъ, что а должно быть однимт, ват дЁ- 


лителей А„ н что частное 4 равно —Р,_, 


Переписывая второе уравнене въ вид: 


4= 
А, 


Ан 
заключавмт, что и должно быть дфлителемь сумны А.Н” 


д, 


и что частное ———;---- равно — Р, 


=" 


Переписывая третье уравкене въ вид: 


ды “и 


заключаемтъ, что а должно быть дВлителемъ суммы А„_,-- 


полученной оть сложены А„_, съ предыдущииь частвымт, 'я чо 
новое частное равно —Р, 

Такимъ обравомъ можно продолжать до носяёдняго уравнен!я, 
которое покажеть, что послёднее частное — Г, сложенное съ 4,, 
должно раздфлиться на о и дать въ частномь — А. 

Эти условя--необходимы. Ихъ же и достаточно, чтобы « было 
корнемъ; дЬйствительно, если они--выполноны, то можно пайти 
числа: Р.Р, „..., Р,, обращаюния уравнеыя (3) въ тожде- 
ства, откуда слёдуеть, что перрая часть предложеняато уравневя 
дфлится на (2—5). 


2 
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Можна еще замлить, чть если число # есть корень уравневия, 
то одновременно съ его испытаемь опредфихются в козффищенты 
частнаго отъ дёлевя первой части на (;— а). Въ вамомъ дёяЬ, 
эти кооффищенты Р,,„ Р,„... равны частвымъ съ обратвыми 
знаками отъ различныхь дбленй, точное выполнеше которыхь но- 
обходимо, чтобы а было бы корнемъ уравненя. 


$ 217. Разыснаще цфлыхъ норней.—Изъ предыдущаго зытекаетъ, 
что для нахожденн иблыхь корней уравненя вида (1) вужво ена- 
чала найти цёлыхь дблительй, позожительныхь пли отридахель- 
ныхь, послдияго члена, такф какъ только они могуть быть неко- 
мыми корнями, ЗатБыъ опредбляютъ высний предфль положитель- 
зыхь корней и низний предфль отрицательных и отбравывають 
вефхь ивлителей, не содержащихся между этими предёлами. Если 
а воть одинъ изъ оставитихея дфлителей, то для его аепытаня дф- 
лятъ на него послёднй злень А» и кь частному прикладывають 
коэффащенть А„_ь, Полученная сумма должна дьляться на а, если 
1—корень, длять ее на а и къ часткому прикледывають А„_,. 
Новая сумма тоже должна длиться на я, если «- корень. Эти 
двлен!я продолжать до тВхъ поръ, пока не дойдуть ло частнаго, 
которое, будучи сложено съ коэффищентомь второго члена и раз- 
дфлено на @, даетъ— А. 

$ 218, Нанъ уменьшить чиело испытаний. — Можно уменьшить число 


ислытанй, пользуясь елЪдующимт, замзчашеиъ, Если а ееть корень 
ураяяен;я; 


й 


да-да Ат... А, то, о 
то первая чаеть этого уравнешя дфлитея на (2—4) и козффи- 
щЩенты частнаго — всё цфлые, какъ это и было объяснено выше; 
поэтому, если придать х какое-нибудь ц№лов вначеще, то числен- 
ное значене первой части уравнеюмя (1) будеть длиться на чис- 
ленное зызчене (;—2). Проех®йпия значен!я, кавя можно придать 2, 
суть {1 и — 1; сл®довательно, называя черезь Фи 4, соотв ®т- 
отвенныя значеня первой части уравненя, мы должны испыты- 
вать « только въ томъ случаф, если, съ одной стороны, @ длятся 
на (1—а), или на («—1), отличающееся оть перваго выражен!я 
только звакомъ, & съ другой стороны, если ©, дёлится ва (—1-— 8), 
или на (1--3), отличающееся оть предыдущато холько знаконт. 
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8 219. Приложене предыдущаго способа. — Воть нанболВе выгодный 
премъ расположеня вычаслен: 


Аир Ан | 


В 


*—) 


‚В... Рыь 
Козйфищевты даннаго уралнешя, начиная со второго, пишемь вт, 
горизонтальную строку, а справа, строкою ниже, етавим исим- 
туемый дВлитель а; въ одной строк съ =, отт правой руки к% 7 


вой, пишемт частный: Ра, Ри-а,... 0% оброжными знанили, вы- 
писленных, какъ показано вышь (8 216), соотвественно подъ 
Ак, Ал, ... Щели во вти частныя-—цблыя и если, кром® того, 


число, написапное подъ А, есть -- 4, то «— корвнь; А, Р,Р,..., 
Р,_, въ этомъ случаф будуть коэффишентами уравиешя, освобож- 
деннаго охь корня о, Посл этого надъ второю строчкою остается 
произвести 18 же дёйстыя, что и надъ первою. Пели нфкоторыя 
изъ дбленй не могут® быть выполнены, то переходимт, къ другому 
далителю. 


Примбръ.--Дано уразнене:; 


8 веть корень 
р 2 есть корань 
1, + 5! 3 есть коревь 
-- 1-8 в0ть корень, 


60 иметь 94 дфлихеля, но по правилу Ньютона ваходимъ, что 
с корни лежать между 4 и —6; поэтому, мы должны испытать 
только тЬхь ДБлителей 60, которые меньше & и больше —6. На- 
чиваемъ съ |-1и -1, подотввляя ихъ непосредственно на мЪето а: 
ни одинъ изъ этихь дфлителей не окавывается корнемь, но ва то 
мы узнаемъ, что {(0=—12 и {(—П=-144. Отсюда слфдусхъ, 
470 изъ положительвыхь дФлителей мы должны исовытать только 
таке, которые, уменьшенные на 1, дФлять 12, а увеличенные на 
1, дъаять 144; изъ отрицительныхь же только таке, абсолютная 
зеличина которыхъ, увеличеннвя ма 1, дить 12, а умевьшеяная 
на 1, дфлить 144. 

* Дблитель 2 удовлетворяеть этимъ услошямь: исиытьваемт, и 
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находим, что 2 есть корень и что уравнен!е ло освобождения отъ 
этого корни будеть: 
— 1924300. 


Такъ какъ 2 дфлять 80, то испытываемъ его снова, такъ же 
поступаемь и съ остальными дблителями, удовлетворяющими пре- 
дыдущимъ усломямъ и дёлящими, сверхъ хого, каждый разъ извфет- 
ный члевъ послёдаяго упрощеннато ураввен! 

Выполнивъ всё вычисленя, находимъ, что задонное уравиене 
имфеть корни: 2, 2, 3, —65 и что, слфдовательно, его первая часть 


равна (1—2) (2--8) (2-25). 


КОНСПЕКТ. 


$ 207. Что павывается высших» н эпзшнмъ предвломъ` позожительныхь, 
и отроцолельныхь корней уравнешя.—88 208, 209 п 210. Различный правила 
дла пахождевя высшаго пред?яа корией,—8 21. Призожетя.--8 212. Низ 
иредьл чоложительпыхт корней—8 213. Предёлм отрицателевыхь корней — 
$ 24. Если коэффищенть при яервожь члевф урависия единица, & остазьпые 
козффищенты-пфяма инсла, то нс сонзыфримые корпн непремёнао пфяые. 
$ 26. Предыдущая теорема даеть возножлость преобразовать уравнее есь 
рацюнальными поэффицтевтами въ другое, корни когораго были бы дфлыми.— 
$ 216, Цеобходимыл и достаточный услопвёя, хтобы ивлое число было хоряемту 
даннаго уравиешя сл идный козффищентами, —$ 217, Разыекане пблахь 
цорней,—8 218. Теорема, при цонощи которой моло умешиим, чиело пены» 
танй.—8 29. Приложеще этого способа къ примру. 


УПРАЖНЕНГЯ. 
1. Разыскать сонвыйримме кории уравнел 
27 — 52° — 7827 49927 + 1725 — 42605? -- 1565 -- 11820 — 0, 
па 137+ 167-48 =0, 
тд 19-й + ай —195-6=0,. 
24° — 18 в — Па -- 6х — 108=0, 


П, Разыскать соизыфррмые корни уравнены, пе приводя его предвари- 
телюпо къ виду съ цфлыми соизиёримыми корнный. Покавати, что если хробь 


а 
$: ПРиведоилая иъ своему простЫилежу виду, обозналаеть сопли риннй ко- 


реов, то в должно быть дфантелемь цосяфдияго чжена, а &-- дёлителемъ хоэф- 
фищеата при первомъ чжеп. Найти, иосредотлом пакихь нецытациь, нодой- 
выхъ тит, как были приведевы для цфлыхь корлей, моло обпаружити, 


а 
что -р веть кореня. 
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ПИ, Темёчь выражеоются ли кори уравнеши: 
д (а-о а ца нору 1-66 


рацюнально через и 6. 

ТУ. Еехц упависшо третьей стонели не имЪегь соизиризиихь пофией, го 
ото пе пыфеть п вратиыхь корией. 
Продыдущан теорсма—ирихожима вл, урачперно пятой стенени и ив 
има къ уравнению нотвертой степени. 


ТЛАВА ПЯТАЯ. 


Георень Итуриеа. 


$ 220. Теорема, доказательству которой посвяшена эта глава, 
даеть сродство получить точно, по строго опредфхеляьить прави“ 
ламъ, число вещественныхь корней уралненя между какими-угодно 
двумя данными предфлами, 

Пуеть будеть дано численное уравневе какой-угодно степени 


не иифющев кратныхь хормей, вида: 
Д-р Ат д. АЕ А, {1) 


Начаемъь съ вычислен!, ие которымъ узнаетея, будет ли урав- 
нене имфть равные корни, пользуясь слёдующимь пруемомъ, Обо- 
вначая черезь 7 первую заеть уравненя (1) и черевъ 7’ ея про- 
изводную, раздёлиие У на 7” и въ остате®, степень котораго ниже 
степени У’, измёнямъ знаки ва обратные при вс®хъ членахъ; 
пусть 7, обовначаетъ измфненный такимъ обравомъ остатокъ, Раз- 
делимь 7! на У,; въ остатк%, посл языфнен]я его знака на обрат- 
ный, получимъ многочлень У, степени низшей, чФит У.. Осталокъ 
оть дбленя У, на У, съ измневнымъ знакомъ назовемъ черезъ Т,. 
Такъ продолжаемъ до тухь поръ, пока возможно; при этомъ у наеъ 
составитея рядъ многочленовь съ убывающами стененямя, связан- 
ныхь между собою, по опредфление дёлешя, слдующими ра- 
венствами; 


=У.. 9, — Уь (2) 


Тр а, 9,4— 7, 
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ПослёдаЙ остатокь И, будеть чвеленный. Въ самом дбЪ, съ 
одной стороны, ни одивъ изъ многочленов: 7, 7’, У, ТУ, ... ве 
можеть, очепидно, дьлить предылущаго, не дВля вебхь Вх, ко- 
торые предшествутоть этому послёдиему, въ томь лислв Уи У, 
пе имфощихт, по предположенио, общаго множителя; а съ другой 
стороны, гели обталокъ У, ив веть численный, то можно дЪяйть 
У, на Т, и лозуцить еще остаток И, 

Принимая во вниман!е послФднее замВчан!е, изелфдуем функ- 
щи: У, У, Ть..., И) 310 приведеть васъ къ правиху, шо ко- 
торому сосчитьшается число вещестиенвыхъ корней уравнены: 
У=0 вь промежутюВ между двумя числами: си В, Самое правило 
при В ‚> а читается такте 

Подетавляоть на мото 2 число @ въ функий: У, Т', У." 
У.» 7, заьмь пниципь по порядку, въ одну строку, знаки полу 


чаеныхь розулипатовь и с спапивють число перемина въ этомо ряду 
знаковь. Гиииуть токе рифь знаковь принимаеньхть пиьми же фуни- 
Зи ри подстоновьть на „въбто & числа В, # сосиитявеють число 
перемуьнь в. этола второмь ряду. На скольго посльдий рндь будеть 
амлать меныив порелинна, чъиь первый, только вещцественныеь хорней 
будеть илимнь уразнено: 7 == 0 въ промелоутиь оть а до В. Полн 0 
этороль ряду окижетея столько перемнь, сколько и в пераомь, то 
Уравнене: У’ == 0 ие будети илишть ни одною кори аъ променеуткь 
оть 1 90 В. Нанонсць, в0 второль ряду ни вы какома случа не мо- 
экет» золушетея болмие перемьно, чъмо въ первом. 

$ 221. Для доказательства этой теоремы нужно изолБдовать, 
какь можеть изыфниться чиело перемфвъ, образуемыхъ знаками 
фувкщ: 7, У, Т,..., Г, Дия какого-нибудь значеня 2, когдь 
= проходить непрерывно отЪ значея х къ большему значению В. 

Каковы бы ви бышя внаки этихъ фузкц для какого-нибудь 
опредфленнаго значешя 2, нзмБчене въ этомф ряду внаковь при 
весьма маломь увеличени я, пачиная съ этого эвачьня, можеть 
наступать только въ томъ слуза, если ивыфнить знавъ одна ит, 
фузкщй: У, Р',..., И, и, вябдовательно, есля она обратится въ вул» 
ЗАдвсь нужно разомотрьть два случая: 1} вели функщя, обращаю- 
щаяся въ нуль, воть первая У, или 2) если это воть одна, 2вЪ про- 
межуточныхх функпй: 7’, У,.,., У, между Ри Т,; повл#д- 
няя 7, нв можеть и%нять знака, такъ какъ она предетавляеть 
доложительное изи отрицательное число. 
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Повмотрымь, прежде всего, какое ивмбленю исиытывнеть рядь 
змаковь. когда „, пвирерывио упедачиваяеь, достигаеть п проходить 
3% значезе, при котором обращаетен в» пуль первая фупешя У. 
ИМазовемт, эта значен!е черезт, «; фупющя ТР’, производная оть У, 
цо можеть обратиться в1, нуль одновременно с» Г, патому что, нь 
предположенно, уравнене: Г’==0 не ямфеть равиыхъ корней. Раз- 
емотрим»ь звачешя и. весьма блязия кт, 6; вавывая черезъ / сколь- 
угодно малов положительное количество. полагивмь 2 =а-- и 
--: фувющи И’ при этвхь двуху, зналеняхь ириметь тот, 
ке знакъ, что и при 4, потому что № можЕо ВЗЯТЬ На столь 
мазь», что У’ не обратится зъ вуль и, сибловалельно, пе изм4- 
нить знака при позрастащи хоть « -й до в А. Принимая 
оказанное во внимаше и обизначая Р черезь ЛИ»), иишемь ра- 
венство; 


Ра ад Ре... 


откуда, вамбчая, пто 7) веть пуль а Ра) -- це пуль, выводимъ: 

Изъ этой формулы водно, что Е \(е--й) нры зебьыа мальшор зна- 
чешяхь Л лмфеть тотЪ же знакъ, что Ла), и, сиБдовательно, тоть 
же знамъ, что и Р{а-- №); таким образом, при сяяе--й нь 


перемёнъ между Уи Г. 
"Также пайдомъ: 


РО 


Кар =ц Ра 1.9 Таз 


Бали Ра) ПТ 


откуда заключаемъ, что Р(а--й) имфеть зпаюъ, обратяый знаку 
17а) и, сладовательво, обратный знаку Ри — *); таким образомъ, 
при х=а—-й есть одна перем$на между Уп 7’. 

Итакт, знаки функций; Г н У’ образуютъ перемфну до значевя, 
при которомъ ТУ обращается вт пуль; а какъ лолько 2 пройдет 
черезъ это вначен!е, перемня сейчась же обращаетея въ повто- 
реше знака. 

Каждая изъ остальныхъ фувкщй: 7, У„..., 7, будеть имфть 
при 2==е--№ тогь же знакт, что я при с==е--/, воля только ни 
одна изъ нихъ ве обращается въ нуль при х==а, одновременно съ И. 
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Рядь знаковт функций: 7, 7’ 7,...., Р чержеть, олфдова- 
тельно, одну иерем®ну, когда х, позраетая, проходить значене и, 
при котором изъ вебхь этихъ фунюцщЙ только Р обращается 2% 
нуль. Тенерь вужво изедфдовать тот случай, козда какая-вибудь 
другая изъ этихъ функц! обращается въ нуль, что можеть слу- 
чАться или при значени х, равномъ корню уравнен!я: У=0, или 
при какомт-нибудь другомл, значен!и этой перем нной, 

$ 222, Вели 7, обозначаеть одну изъ функц: У’, 7,,..., ТР, 
промежуточныхь между Ри 7,, обращатющуюся въ нуль при ==, 
то это вначене перемфнчой не можеть привести къ нулло ни функ- 
ци 7,„,, Которая олфдуеть за Р„, ни функцио У, предше- 


„в 
ствующую 7, (Если бы 7, обозначало 7', то 7, _, обозначало бы 7). 
Вт, самоиъ ди, между тремя поелбдовательными фунющями: Уна, 
7„ Ин существуеть зависимость вида: 


Ура Р,@, — ыыы (8) 
и облибы двф поелбдовательныя фупкщи: У, ум И, обраталяеь бы 


въ нуль ири одномъ и томь же звачени х, то, какъ показывает 


уравяене (3), 7, обратилась бы тоже въ нуль; а таюь кагъ 


7, = Табы — Ра 
То то ке случилось бы и съ Те дале— съ 7, .. И, нако- 
нець, при томъ же самомь значети х должно было бы обратиться 
въ вуль У,, что-—певозможно, потому что У, веть величина по- 
стоянная, 


Принимая сказанное во внимане и удерживая тВ же обовна- 
чел, подставляемъ на м№070 х два числа: фи В--Й, весьма 
мало отличаюцияся отъ $; при этихъ обоихь значешяхь перемфн- 
ной хфункщи: 7, и У,,, будуть имфть т же знаки, что и при 
#-6, потому что А можно выбрать достаточно малымъ, чтобы 
У. и У, Не мФняли свонхь знаковъ въ промежутюВ оть $—й 
до 6 №; но тавъ какъ Т,, по предположенно, обращается въ нуль 
при 2==$, то изъ уравнения (3) слВдуеть, что Уи 7.4 ИМЗЮТЬ 
противоположные знаки, откуда заключаемъ, что каковы бы ни 
были знакя У, при х=6—й и при х==--й, три функши; 


У,» ТР» Ра 
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дадуть воегда одно повторение и одну перемжну: функщя У, необ- 
ходимо-—одного знака съ одною изъ фуцищй, между которыми она 
содержится, и-противоположнаго съ другою. 

Слёдовательно, не происходить никакого измфаенл во всемъ 
числ перемёнъ знака, когда д переходить оть 5— № къ Ь-|-л, про- 
ходя черезъ значене В. 

Итакъ, доказано, что всяюШ разъ какъ перемённая х, непре- 
рывно возрастая, достигаеть и проходать значен!е, обращающее 7 
въ пуль, рядъ знаковь функщй: У, 7’, У,,..., И, теряетъ одву 
перемфну, образуемую знаками функц: У я У’ до этого вначевя, 
пося котораго она переходать въ повторен!е; измёненя же зна- 
ковъ промежуточныхь функшй: 7’, Т,,...,Т,_, ня въ цакомъ 
случа$ не могутъ ни увеличить, ни уменьшить все число перемЪнт, 
Повтому, евли д будеть возрастать отъ какого-нибудь числа 2, по- 
зожительнаго или отрацательнаго, до другого «акого-нибудь числа 8, 
ббльшаго, чфыъ о, то въ промежутк® отъ х до В будеть столько 
значен!й для д, обращиющихь 7 въ нуль, на сколько рядъ функ- 
д; И Р...., 7, дасть мевыме перемфяъ знака при ==, 
чмъ при х=я. Въ этомъ и состоитъ теорема, которую требова- 
лось доказать. 

$ 223. При послфдовательныхь дВлентяхь, слущащихъ дия со. 
ставленя функц: У, У,..., Г, можно предварительно умно- 
жаль иля дфлить мяогочлены, принимаемые за дёлимое пли дли. 
тель, на произвольныя положительныя числа. Функц: У., Т.,..., т, 
которыя ны при этомъ получимъ, будуть отличалься отв раземо- 
ерённыхь нами [ем уравневя (2)] только положительными чиелен- 
ными множителями, а слёдовательно, эти вторыя фуакщи будуть 
имфть соотвётетвенно тв же знаки, что и первыл, при какомъ- 
Хгодно значений х. 

Это замфчан!е даетъ возможность получать при поеллователь- 
ныхь двлешяхь многочлены съ цблыми козффищентами, пря томъ, 
конечно, услови, что кооффищенты уравненя: У==0 также п%- 
лые. Но нужно постоявно помнить, что вводимые или ослускаемые 
численные множители непремфнно должны быть положительными. 

8 224. Если при предвльномъ значени х, х==а или и==р, обра- 
щается въ нуль одна изъ функ: У’, У,,..., 7, 1» 1О ДОбТа- 
точна сосчитать перемфны знака, пропуская такую функцно, Это 
вытекаеть изъ доказательства, давнаго (8 222) для случая, когда 
одна изъ промежуточныхь фупкщй обрыцается въ нуль, Въ самому, 


м. в. прожкмолиь, литЕВРА. 18 
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ДЬЛЪ, мы вадёли, что если функя 7, обращается въ нуль при 
ш-==а, то при «==2--й функц У, Г, ИТ, и обравують только 
одну перемфну знака; но эта же перемфна останется, когда мы 
опустамь функцио 7, и равсмотримь 7 и Ти иифюпия про- 
тивоположные анаки, какъ дв послёдорательныя фунепи. 

Если У обращается въ нуль при х==е, то заключаемъ, что х 
есть корень предложеннаго уравненя; правило же будемь приха- 
гать нъ разысканйо числа корней между а-|-й и В. Знычене р 
двоть повтореве знака между Ги’ ($ 221); остальвыя же функ- 
щи при этомъ значения получать т же знаки, что и при значении «. 


$ 225. Есяи извфетво, что одна изъ функшй 7,, промежуточная 
между Ги 7, сохраняеть постоянно одинъ И тотъ же знакъ, для 
вофхь значен 2; между хи В, то в®тЪ надобности разематривать 
фувкщи за У,„! доказательстио можна вести безъ веякаго изинен я, 
ограничивалеь У, Т', У,...Т7,, 
$ 226. Если изъ чисель: я и 8 одно выбрать очень большимъ и 
отрицалельныйъ, а другое — очень большщимь и положительнымь, 
полагая а==— со, В=-!-со, та, исходя изъ теоремы Штурма, можно 
опредлитв ное число вещественныхь корней. Чтобы всё корни были 
вещественными, необходимо и достаточно, чтобы ихъ число равня- 
хось степени м уразненя; 7==0. Но такъ какъ число функщи: 
У, 7, Тн...;: У» вамое большее, есть к -- 1, то число перемфнъ 
знака, ве превосходящее зи, можеть достигнуть своего предфла 
только въ томъ случа, когда рядъ модный, т.-е. когда послвдо- 
зательныя степени идуть, уменьшаяеь оть каждой функции къ сл$- 
дующей ровно на единиду. Кром того, для вещественности вефхь 
корней, необходимо, чтобы подетановка — с> на мёето д давала бы 
только перемфны, & подетвновка --со только повтореня знака. 
Такь какъ.етепени фунЕд въ разсматриваемомъ случа —ло-пе- 
ремфнно четныя и нечетныя, то ив трудно замфтить, что 068 по- 
слёднить условйя требуютъ, чтобы коэффищенты при пзрвыхъ чле- 
нахь функы были бы ве одного знака и что этого достаточно, 


$ 227. Разсмотропыь уравневе: 


2-95 =0; 
У=4 — 2—5, 
У =3м— 8. 


Чтобы составить У„ нужно раздёлить 7 на 7’, унножая предва- 
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рительно 7’ а 3. мы избфгнемъ дробныхъ козффищентовт и въ 
остаткв получеамь — 45—15; елфдовательно, 


У, =4% 1-15. 


Далфе, умножаемъ У’ на 4 и лёлимъ на 7,: осталокъ первой ств- 
пени при эхомъ дълеви также умножнемь на 4: въ послёднемь 
остатк получимъ -|- 643; итакъ, 


7. =—- 643. 

Прк 2=— функщи: У, У’, 7, У, дадуть рядъ анаковъ: 
— --—, представляю деф перемфны. При 2==--о5о фуневщи 
дадуть рядъ знаковь: {----- —, представляющЕЙ только одну пе- 
ремВну. Отегода заключаемъ, что предложенное уравнен!е имфетъ 
только одинъ вещественвый корень. 

8 228. Какъ второе приложеве теоремы, найдемъ услове, при 
которомь уравнене: 


а" ра--4==0 
имфеть всё три корня вещественные. 
Инфемъ: 
У--е-а 
= --ь 


шосредствомъ послёдовательныхь двлен!й получаемь У, и У,. Чтобы 
избфжить дробей, умножаемъ дфлимыя: при первомъ дЪлееи на 3, 
а при второмъ дфлеви — на положительное количество 4°. Полу- 
Чаезть:; 


Когда = переходить оть —<0 къ |<, ряды У, У’, Г. У, 
долженъ потерять три первыёны знака; поэтому, нужно, чтобы онъ 
даль три перемфны при 2==-—<о и ни одной при 2=-|- ©, & это 
зналить, чтобы козффищенты у ваивысшихь степеней этихъ функ- 
й, имевно 


18—95, — 40—27? 
18* 
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были бы одного знака. Слдовательно, должны существовать нера- 
венства: 
р<0, 
др этуй 50. 


Это и есть тЁ услозя, которыя получены раньше посредетвомъ 
другихь премовь. 


БОНСПЕЕТЪ, 


$ 220. Вь ченъ заключается теорсма Штурма.—8 221, Рядъ функщи, пе- 
речиелевныхь въ теоремЪ, теряеть одпу персы#ву, когда =, возрастая, ирохо- 
дить черезь корень данваго уравненя.—8 222, Не пронеходитт, викакого ивм- 
вешя во веемъ чпслф перемфиь знака, когда 2 проходить черезъ корень одной 
иаъ вопомогательныхь фупкй.—$ 223. Во время дьйствй можно вводить изо 
опускать положитезьвыхь чпеленпыхь множителей. $ 224. Случай, когдагодилеь, 
изъ предфаовъ есть корень прелложеннао уравнемя.—8 225. Случай, когда 
можно уменьшить число функцй.—8 226, Уеломл, чтобы всф корни уравлешя 
бык вещественными. —88 227 п 228. Приложения теоремы. 


ЕНИГА Г\. 


Разности. 


ГЛАВА ПНРВАЯ. 


Попямя, зводимыя въ теоршю разпоетей. 


Т. РАЗНООТИ РАЗЛИЧНЫХЪ ПОРЯДКОВЪ. 


$ 229, Опредёлене разностей.—Еели разсматривать рядъ чиселъ, 
слёдующихь другь за другомъ по какому-нибудь закону, то`раз- 
ности, полученныя отъ вычитаня казждаго изъ нихъ изъ непосред- 
ственно за нимъ стоящего, образуютъ новый рядъ, члены котораго 
вавываются разностями членовъ перваго. 

Такъ, напр., если данный рядъ представять въ вид 


Яо» У Ул Ясь Янг м (1) 
то рядъ разностей будеть 
У: — Ус У У Ут. У, У (2) 


{у, —у) воть разность ОТЪ у» (уз-Ту,) @СТЬ разность ОТВ У, у 
(4. —9,_) сеть разность отъ у, Чтобы составить разность отъ у,, 
нужно дать еще одинъ член въ ряд® (Т), слалуютий за у. 

Для обовваченя разностей часто употребляють знакъ А, 

Такъ, вапр., ду, обовначавть разяость (у,,, 1 у,). По этому обо- 


значению члены ряда: 


Зо У У Я 
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будуть имёть разности: 


Ау, Ау, у» - 9. 


$ 230. Опредблеше вторыхъ разностей. — Разсматравая какой-ни- 
будь данный рядъ чисель, замёчаемъ, что ихъ разности образують 
вовый рядъ, имфющ однимъ членомъ меньше, чфмъ первый. Со 
вторымъ радомъ мощно поступить такъ же, какъ съ первымъ при 
составления разностей, т.-6, составить разности отъ разностей; эти 
новыя разности называются чпорыли разновстями, Ихъ обовначаютъ. 
энахомь А". 

Такь, напр., для даннаго ряда: 


У» Ур Уз 


Е 


первыя разности обоввачаются посредствомъ 


Ау’ Ау» Вур-.-, АУ, 
а вторыя разности; 
АА МАУ -, М, 1- АУ 
посредетвомъ 
Ау, Мун... , А, 


Этоть новый радъ, очевидно, имёеть однимъ членомь меньше, 
чёмъ предыдущий, и слёдовательно, двумя членами меньше, чёмъ 
данный, 

$ 231. Опредёлеше разностей наного-угодно порядна.—Еесли посту- 
пить съ рядомъ вторыхь разностей такъ же, какъ съ даннымъ, то 
составятся разности отъ вторыхь разностей, называемыя удетуили 
разностями; онф обозначаются знакомъ 43. 

Такъ, напр., разности: 


А: — у Мун. , АЗ, ААУ, 
обозначаются посредетвомь 
Ау» Мур, А 


Такимъ образомь можно продолжать неопредёленно далеко, в0- 
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стввляя разности четвертыя, пятыя, и т. д обозначаемыя соот- 
вЪтетвенно знаками: *, °,...; число этихъ разностей зависатъ 
только отъ числа членовъ иредложеннато ряда. Такт, капр., два члена 
дають только одну первую разность; составить вторыя разности уже 
нельзя. Три члена даютъ двз первыхь разности и одну вторую; 
третьйхь же разностей составить нельзя, Вообще, из членовъ дають 
(п—\) первызь разностей, (и— 9) вторыхъ разностей, ..., одну 
(в—1)-ую разность; и-ыхъ разностей уже не будетъ. Если данный 
рядъ — беапредфленъ, то можно разсматривать разности какого- 
Угодно порядка. 

$ 232. Нанъ при помощи разностей составляются нвадраты. — Сна- 
чала покажемь на двухъ простыхь примёрахь, съ какою пользою 
могуть быть примёчяемы разности. 


Раземотримъ рядъ квадратовъ натуральныхь чисель: 


4,9, 16, #5, 36, 49, 64, 81, 100, . [0 
составляемъ первыя разноств: 
3, 5, 7,9, 11, 13, 15, 17, 19,...; (2) 
составляемъ вторыя разности: 
2.2.9.2, 9,982.02... (3) 


и видимъ, что вс оф равны между собою. Доказательство этого 
свойства настолько просто, что останавливаться на вемъ мы ве 
будемъ. 

Составимъ теперь таблину квадратовь натуральныхь чиселъ. 
пользуясь этимъ свойетвомъ вторыхь разностей. Для этого пишемь 
прежде всего рядъ (2); 


8, 5, 1,3, М, 18, 11, 19,. [] 


далфе, пишемъ первый членъ ряда квадратовъ, равный 1; зная же, 
что каждый квадрать получается изъ предыдущаго посредотвомъ 
прибьвленя къ нему соотяётотвеннаго членё ряда (2), получвемъ 
искомый рядъ квадраловь, разсуждая: 

1 плюсъ 3 дають 4, 4 плюсъ 5 даютъ 9, 9 плюсь 7 дають 16, 
ит.д. 
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$ 233. Какъ при помощи разностей составляются кубы.-—Равемотримъ 
рядъ кубов: 


1, 8, Эт, 64, 195, 216, 843, 512, 729,...; а) 
воставляемъ первыя разности: 
7, 19, 87, 61, 91, 127, 169, 217т,...: (2) 
составляемъ вторыя разности: 
12, 18, 24, 30, 36, 49, 48,...: (3) 
наконепь, составляемъ третьи разности: 
6,6,6,8,6,6,... (4) 


и замфчнемт, что он постоянны и равны 6. Этоть законь—обний. 
Ву самомъ дёлё, четыре послфдовательныхь куба вуть слвдуюне: 


оз. (а--1) у, @--3 


ихъ первыя разности будутъ: 


8а?--За-|-1, З(а--1-- а )-Е1, 8@--2)--8@+2)--1; 
вторыя: 
З(а-{-1)— а? 3, ЗКа-- 2)" —(а-- 1] +3, 


или, посл приведен]я подобныхъ членовъ, 


ба 6, (а--1--8; 


разноеть этихъ двухъ выражен, представляющая третью разность, 
очевидно, равна 6. 

'Польвуяеь этимъ свойствомъ, составляемъ послёдовательно ряды: 
(4), (3), (2) и (1) посредствомъ простыхь сложен; поел№да! радъ {1} 
и будеть искомая таблица кубовъ. Дайствительно, написав рядъ (3) 
въ столбець, ны получииъ и второй рядь, ставя первынт его чле- 
номЪ 7 и замфчая, что каждый изъ остальныхь его членовь про- 
исходить отъ сложешя предыдущаго съ соотв тотвеннытыь членом 
ряда (3), т.-е. лишемъ: 
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ат 
18° 19519 т 
24 37==18 

30} 61=4 
38; 91=30 

42. 197 


48169491197 
54. 217=48-- 189 
60:271==54--217 
66 331=60--271 
72| 397 =66---331 
78 | 469 =т2-[-397. 

Составивъ тажимъ образомь рядь (2), т.-е, первыя разности ку- 
бовъ, мы можешь получить и самые кубы, зная, что каждый изъ 
нихь происходить отъ сложеня предыдущаго съ соотв тетвенно!0 
разностью, иначе говоря, ввф они могуть быть выведены изъ пер- 
зато куба, равнало 1, поередствомъ проетыхь сложен. ДЪйстви- 
тельно, написавъ лолученныя выше первыя разности въ столбеце, 
мы составляемь рядъ кубовъ по таблиц®; 


71 1 
19 т 1 
37, 27==19-- 8 


я 1- 64 
1271216914195 


055 предыдущия лаблацы можно соединить въ одну слдующую: 


бы Разности | Ризшости | Разности | 
р 140 о нор, + 2-10 пор. р 8-0 пор. 1 
1 | | 12 | 5 | 
8 | ‚5 8 | 6 | 

О ООВ ООО | 4 6 
Г 54 во 3 | 8 | 
| 125 91 36 8 р 
96 | 17 | | 6 В 
343 169 : 48 | 
512 917 | | | 
| | 
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При составлени этой таблицы евачала оншемъ въ первомъ етолби%® 
слёва три первыхъ куба: 1, 8, 27; по нимь вычисляемъ двЪ пер- 
выя разности, 7 и 19, которыя пишемъ во второмъ столбцф; эти 
послёдеЁн дмоть вторую разность 12---ее мы пишемь въ третремт 
столб; наконець, въ четвертомь столбц® питемь вфеколько разъ 
третью разность, постоянвую и раввую 6. Посл этого складываемъ 
посл6днюю разность 6 съ разностью 12, етоящею елЪфва, въ одной 
съ нею строЕ®,—получаемъ 18; затЪмъ разсуждаемъ такъ: 6 и 18 
дають 24, би 24 дають 80, и т. д.) такимъ образомъ у насъ со- 
ставится трет столбещь. Таже получамь и второй столбець: 18 
в 19 дають 37, 24 и 37 дають 61. 30 и 61 дають 91, ит, д. Нако- 
нець, при помощи второго столбца вычисляемъ первый; при атомъ 
разсуждаемь: 37 и 27 даютъ 64, 61 и 64 даютъ 195, 91 и 125 да- 
зотъ 216, ит. д. 

Отсюда видио, ЧТО асяхое число таблице разно сумлиь даузь чи- 
свлз: стоящело надь нимь въ томе же столбиь и столщео въ правой 
стороны этою посльдняю въ слидующемь столбу. 


П. Формулы раЗНОСТЕЙ. 


$ 234. Выражеше л^и, въ функщи отЪ м, в, мы ,.., м, Кола 
даны (в--1) количествъ: 


Ча Ч Уи, 


то ве представляется никакого затруднешя составать, по преды- 
дущему, ихъ послёдовательныя разности до #-го порядка вклюзи- 
тельно; мы, однако, не ограничамся указанями, позволяющима 
выполнить эти вычислев}я, а дадвмь общую формулу. Согласно 
опредвлещямт, мы можемъ написать: 


А =: Мин, фи, АНИ, и... 
АА, — Анотни, — ао, АН НЕА А =, Ри... 
Аба АЛи, — АЗ (из Вы) 9 Нити, — За — во, 


Не продолжая этихъ выкладокъ, можно уже замтить следующий 
звконъ: 

Разность порядка ® получается оть умноженщя: рии 
на козффичденты разложещя (1— в). 

Чтобы хоказаль общиость этого авкона, достаточно доказать, что 
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если он1-—справедлинъ для разности какого-нябуль порядка, то ояъ--— 
справедливъ и для разности порядка непосредственно высхлато. 
Итакъ, пуеть 


Ави, ри, Е 2 ыы — 2 ке = 


2 3.2. 


с. 


Эту формулу, выражатолхую разность р-го порядка отъ перваго члена 
какого-нибудь ряда въ функщи (р--1) первыхь его членовъ, мы 
можемь приложить къ вычисленно дАРи,, разсматриваз з‚, какъ пер- 
вый членъ ряда: 


НН Нос о Им Чи стьо И 


очевидно, для этого достаточно въ формул? (1) на м®ето н поставить #1, 
ва мото и, ПОСТАВИТЬ м, ..., Т.е. увеличить веё указатели на. 
единицу. Сдфдовательно, съ сылу зиой оке самой формулы, мы ножемъ, 
Вписать: 


АР =: РИ, +289 че, ео) ... (2 


— 1.5.8 и 1 


Вычитая равенство (1) изъ равенства (2), получаем: 


АР АРи, — Аи, — (0+ Пн, [26 
20-02), РО | 
[ 1.2.3 + ]ы и» 


1.2 ы 


Зная же, что сумыа двухь послфдовательныхь коэффищентову 
равложеня бинома образуеть козффищенть разхожен!я степени не- 
посредственно высшей (8 46), мы предыдулую формулу переписы- 
павыъ въ сл8дующемъ вид: 


‚ ф-т ФП, 
Ани и, — (р Ном, у 02. „,--@ зе | 


Это и требовалось доказать. 

$ 235. Выражене м, въ функщи отъ из и оть р его посльдователь- 
ныхь разностей. — Образно, вели даны щ ия его посл довательныхь, 
равностей; дн, А?ио,..., А*иу» ТО можно поелфдовательно вычислить 
члены: м.) и. -, ®,. ЗАфоь, какъ и въ предыдущемъ случа, мы 
дадимъ общую формулу, къ которой приводить подобное вызислен!е, 
По опредфленно имфемт: 


— 204 — 


чи но-НАны 
= НА - Аво-нАн,-- Зо Аи, 
а, -НА, = 24 РАН ды, Аи, 
= Ао А (Ан, АКА АЗн,) = 
ЗА -- ЗАРАЗ 


м замфчаемъ непосредственно слёдующЕЙ законъ: 
Чена и» занимающий (р--П)-ое место, получается оть умнозвеня 
4 & ао посльдоваитоельныхь разностей: А, Аи» Аи, ..; АМю на 
хоэффииаенты разлонееня (#--а)!. 

Чтобы докавать общность этого закона, достаточно такъ же, 
какъ и въ предыдущем случаф, доказать, что если онъ-справед- 
ливъ для какого-нибудь члена, то онъ — сараведливъ и для члена, 
непосредственио за намъ слбдующаго. Итакъ, пусть 


арен Ань РА... АР. (1) 


Эта формула даеть (р--1)-ый членъ какого-угодно ряда: и» и, 
инст, ВЪ фуяьщи отъ перваго члена и его р послдователь- 
выхъ разностей, слёдовательно, примёняя у же самую формулу 
въ ряду: 


Аа Ан, Аи... Ан», 


мы получимъ (р--\)-ый членъ ди, въ фуякщи отъ перваго члена, 
Аш», и его р послвдовательныхь равностей, равныхъ, очевидно, 
Ани Аи, .-, АРА, тее, получимъ: 


дн, дно разы -|- В -дзы, | и АРА (2) 


послфдняя формула получается изъ (1) посредствомъ увелачен|я на 
единицу указателей при А. Складываемъ, теперь, формулы (1) и (2): 


Й р —1 7 
оны, а, = щ (р Паш [26 0. + ват Ани 


& такъ какъ сумма двухть послёдовалельныхь коэффищентовъ оте- 
пеня р бинома равна козффищенту степени (р-|-1) {8 46), то 


: 1 —1 
мана -о-- Аи, а, 


Это и требовалось докаваль. 
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ПП. Разности оть многачденойъ. 


$ 236. Мы зидёлия (88 232 и 233), что вторыя разности ряде. 
квадратовъ натуральныхи, чиселъ и третьи разности ряда кубовъ 
ТЬхъ. во чиселъ равны постоянной величия. Это предложен!е рае- 
проетраняется на разностя четвертаго порядки ряда четвертыхь 
степеней, на разности пятаго порядка ряда вятыхъ степеней, ит. д. 
Не останавлавяяеь на этихь предяожещяхъ, ны докажемъ сл®лую- 
щую теорему, изъ которой они выводятея, очевидно, какъ частные 
случаи. 

Теорема.— Если въ мниочаень относнтельно г. степени. ть подета- 
вать вместо ® рядь чивель ву ариимютинеской профессий. о тыл 
‘разности пблуненныхь резулуиеиовь будуть повтоянныя величины, 

Въ самомь дёлф, нусть будетъ данъ мпогочленъ: 


Арана, 
Подставляемъ вмфето х послфдовательныя значен]я: 


‚ 


и соотвфтетвенныя зваченя у обовначнемъ черезЪъ 


у= Ара да Ам -й-- Адм 


2 а, в, 


У» У У», - У». 


Веб эти значентя, очевидно, многочлены относятеньно хо, етепони зи, „ 
коэффищенты которыхь зависять оть № дВйетвительно, 


(РА) 


2+ 2") 
то, 


1.2. ит” * 


Рори НЕЕЕ ть 


Кром. того ясно, что дия перехода отъ одного изъ этихъ значашй 
къ слёдующему, достаточно въ немъ зам нить 2, суммою (ж-Нй), 
въ чемъ не трудно, ворочемь, убфдиться, разсматривея два послф- 
довалельныхь эначеня у, у, И У: 


Ура), ура Еф 


очевидно, что [ж.-|-(р--1)й] можеть быть получено изъ выражен!я 
(Ей) посредотвомь замёны въ немт ж, суммою (2.-Нл). 
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Посл этлхъ замфчаю можно сказать, что первыя разности: 
Ву» Ау, Аул +. . буть мвогочлелы (»—1)-ой степени относительно 2, 
коэффищенты которыхъ зависять отъ й; въ самомъ далЪ, 


. 2) № 
дру, = ь-Н — Ред ед Ь +... 


но такъ какъ известно, что Ехо) есть многочленъ (и—1}-0й сте- 
пени, Е'(»)—многочленф (ж-—2)-ой степени, ит. д., то язше пред» 
ложен!е доказано для лу» Отсюда вытекавть, что оно— справедливо 
и для слёдующихь разностей: Ау, Ау, ...› Потому что каждая 
изъ нахь выводится изъ предыдущей посредствомь зам®ны х, Ба 
(2-Е), оть чего ихъ степень относительно х, не измёнится. Итакъ, 
рядъ: 

Ау Ау: Ау. {2) 


можеть быть полученъ посредствомъ послёдовательной подстановки 
на исто х въ икоторый многочлевъ (м—1)-ой степени значен!: 
2» 6-й, ... 
Если, теперь, мы прихожимъ къ этому ряду т0, что оказано 
© ряд: 
Ум Уре У 


зыведенномъ тВыуъ же путвмь изъ нфкотораго многочлена т-ой 
<тепени, то увидимъ, что разности членовъ ряде (2), т.-е. 


Ау А. А99, {8) 


ууть мвогочлены (и-—9)-0й отевеви относительно 2 й 9т0 каждый 
изъ нихь выводится изъ инредыдущаго посредетвомъ замфны х, 
<унною (х,--й), пля, что одно и то же, каждый изъ вихъ можеть 
быть зыводимъ изъ одного и того же многочлена посредетвомь 
замфны 2 черезъ х„ а. ГА, х--2й,... 

Приласая къ раду вторыхъ разностей все ту же теорему, учи- 
димъ, что равности членовъ ряда (3), те. 


Ау Мур... А, [о 


<уть многочлены (-—8)-еЙ степени относительно 2. 


Равсуждея такимьъ же обравомъ и далфе, заключаемъ, что чет- 
вертыя разности суть многочлены (м—4)-ой степени, пятыя раз- 
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яости--мвогочлены (и—5)-0й степени,... и, наконень, ›н-ыя раз- 
ности—нулевой степени, т.-е. не зависять отЪ 2, что и требова- 
лось доказать. ДЪйствительно, чтобы получить каждую изъ этих® 
послёднихь равностей, должно измёнить въ предыдущей хо на м. ®, 
а такъ кажъ онб не содержать 2х, то и являются постоянными 
величинами. 

$ 237. Занфчаня, — Возвращаясь къ подробесстямъ предыдущаго 
доказательства, можно едфлать н®еколько полезныхт замфчанй. 

Занёчане |.—Мы нашли формулу: 


== 
Е Радь Не + 


А, 


иг! а) 
‚во второй ея части приращен!е # является множителемь; это } останется 
множитолевь и тогда, когда х будетъ замфнено суммами: (2, --й), 
{2-|-21),... при составлен разностей: ду, Ау»... Это значить, 
что всф первыя развости содержать ипожителемь праращене 1. 

Занбчаще !.—Очевидво, что есяв бы даввый мвогочлень ЁЕ(2) 
пыЪлъ бы множителемь р, то этоть множитель вошель бы й въ 
послёдовелельныя произвадныя: Е‘), Е"(ж),..., И" ео); слдо- 
вательно, веф члены разноети содержали бы множителемъ не только 
л, но №. Отсюда вытекаеть, что такъ какъ первая разность есть 
иногочлень, содержацй множитель 1, то вторая разность будеть 
содержать множитель #7, общёй для всфяъ чденовъ. Вообще, фор- 
мула (1) показываеть, что если многочлень Е(и) содержить мно- 
жителемъ нфкоторую степевь №? оть й, то его разность будетъ со- 
держать множителемъ, общимъ для вефхь членовь, #7, На осна- 
ван!и этого разности оть вторыхъ разностей, т.е. третьи разности, 

` будуть иыёть множителемь #*, четвертыя раввости будутъ им®ть 
уножителень 1\, ит. д, 

Отеюда видно, что если приращене № все болфе и боле умевь- 
шается, то разности будуть уменьшаться тбыъ быстрфе, чВмъ ихъ 
порядокъ выше, 

Занёчане 1. —Общее выражен! для Ау, 


№ 


деж ..., 


есть, какъ мы сказали, многочлень (т—-Т)-ой степени, который 
можно расположить по стеденямъ 2, Если Аз” иредетавляеть пер- 
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вый члень Ё(х), то легко замфтить, что первым членомъ Ау, бу- 
деть первый членъ Ра), т.-6. нА, и что, слфдовательно, 
Ау» Ау, Ду, ... Получатея послф подетановки ва мфето 2 зно- 
Чен: м, (ЕЙ), («,--28),... въ многочнеяф, первый пленъ ко- 
тораго есть тр Аж”-1. Прилагая къ этому многочлену результатъ, 
пыведенный для (2), найдемь, что первыя разности отЪ этого 
многоччена, т.-е, вторыя разяости оть Ё(х), могутъ быть получены 
подетановкою на мфето х значенй: 2 (л,-НМ,... въ мвого- 
чледь, первый членъ котораго есть и(ж — 1) Айа". Точно 
танъ же первый член многочцена, хающаго третьи разности, есть 
ит—1)(— 2) АЙ”. Наконець, з-ая разность, представляющая 
всего одинъ чиентъ, потому что она не знвяситЪ отЪ 2, есть 


(в — 18-8)... ВАЙ", 


Многочлены относительно 2, о которыхъ здёеь пдеть рёчь, на- 
зываютея разностями: первою, второю, третьею, ... т-ою оть мно- 
точлена 1(2) и обоввачаются символами: Ау, Ау, А\у,..., Ау. 

$ 238. Приложеше нъ иногочлену третьей степени. — Если мы въ 
многочленф третьей степени: 


ужа Рае а) 


замфнныъ х суммою (2-Е) и изу, результата пычтехь (1), то по- 


лучимь: 
ду заеь Е (Вени --ав; @) 


точяо чажь же, подбтавияя (2-й) ва мото 2 въ выражевии (2) и 
затВыъ вычитая зто послёднее изъ результала подетановки, нахо- 
димъ: 

Ау бай? 68-25, {3) 
наконець, поступая такимь же образомъ съ выраженюмь (8), нё- 
ХОДИМЪ: 

{4) 


Чтобы получить значеня Ау, Ау Ау... Ам, АУ, ... 
достаточно на мфсто 2 подетавить во второй чаети формулъ: (9) и (3) 
в. (#-Е В), ит. д. 

Для состенлемя численныхь значенй функщи у и ея разностей 
нужно поступить такъ, кекъ указано при составлени таблацы 
кубовъ. 


А3у=6 
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$ 239. Приифръ.—Иусть, напр. данъ многочленъ: 
уж 0х—1. 


Составляемъ вначеня, которыя принимаеть этотъ многочленъ 
цфлыхь значеняхь перемфнной; полагая послбдовательно 2 == 
#—0, х—1, находимь ооотьтственныя звачевя у; у==— 13, у 
9=1, первыя разности оть которыхъ суть 18 ц 2, в вторая раз- 
ность-10. Что касается третьей разности отъ у; то мы знавнъ, что 
она равна 6. Пишемъ эти результаты въ вид сябдующей табдизы: 


Далфе, ааполцяемъ различные столбцы, зам чая, что каждый членъ 
какого-угодно авъ нихъ, исключая перваго стоябца, равенъ сумы 
членовь: стоящаго непвередотвенно надъ нимъ и соотвётотвеннаго 
этому послфдиему въ стоябщв еправа. Это замфчан!е, очевидно, даеть 
возможность продолжить столбцы въ двухъ направдещяхъ; находимъ: 


| | у 
т 


Сначала, чтобы продолжить етолбець вторыхь разностей къ диву, 


`равсуждаемъ: —10--6 дають —4, —4--6 дають 2, 2-6 даютъ 8, 


м. в. ПЫРОЯНОВЪ, АЛГЕБРА, и 
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ит. д. Такъ же продолжаемъ столбецъ первыхъ разностей при на- 
мощи предыдущаго, равеуждая: —4-29 дають —2, 2—2 дают 0 
3--0 лають 8, и т. д. Такъ же продолжаем рядъ знамен! у, со- 
очвбтетвующихь значенямъ х, равнымъ 9, 3, 4,... , разоуждая: 
2-51 дають 1, 0—1 дають 1, 8—1 даютъ 7, я т. д. 

Чтобы продолжить 1% же столбцы къ верху, замЪчаемт, что вея- 
ай членъ столбца, есть разность между члевомъ, стоящим непосред- 
ственно шдь нимъ въ тоиъ же етолби, и пленомъ, стоящимъ налъ 
этихъ послфдним справа, въ сл®дующемъ столбдф. Такимъ обра- 
зомъ, продолжаемъ сначала столбедь А?у, развуждая: —10—6 
деють —16, 16—6 дають —22, —22—6 дають — 28, и т. Д. 
Затбыъ, продозжаемъ при помощи этого послфдняго столбца, втол- 
бець Ау, разсуждая: 12—(—16) дають 28, 28—(—22) даютъ 50, и 
т. д. Накозець, продолжаемъ рядъ значе у, разсуждая: —13—28 
ДАЮТЬ —41, —41—50 дають —91, ит. д. 

$ 240. Заифчане. — На предыдущемь примёр$ видно, что для 
вычисленя значен!й многочлена третьей степени, соотвтетвующихъ 
цфлымъ значенямъ перемфнной, достаточно вяять значен!я, соотвЪт- 
стоуюнця тремъ пфяьшь нослёдовательнымь числамъ: —1, 0, |1; 
дЪйствительно, тахъ какъ разность третьято порядка — постоянна, 
та весьма, легко получить сдующуя значеня посредетвомъ прос- 
тыхь сложен. 

Если лавный мвогочленъ —- четвертой степени, то постоянною 
была бы разность четвертаго порядка; и чтобы составить ряд его 
вначенй, достаточно было бы знать четыре послЗдовательныхъ зна- 
чешя. Ихъ потребовалось бы пять для многочлена пятой степени, 
ит. д Вообще, нужно было бы знать и значенй для многочлена 
эи-ой стецени. 


Гу. РАЗНОСТИ ОТЬ ФУНЕЩИ. 


$ 241. бпредфленю, — Пусть будеть дана какая-нибудь функц 
у=:112). Зыражене: 


у 
ду=Атф=Рет,-— Е), 


РАВ. д веть одно изъ значенй, приписываеныхь г, и (2--#)—сл$- 
дующее за этимъ значене, называется эзервою разностимю оть Е (2). 
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“Точно такъ ше, при вам нф х суманно (#-Ей) въ ^2(2), равность: 
АА (р) -АР (РИФ АР) 


называется впюрою разноетью отъ Е(ж); и т. и. 
Приибръ.--Дано: 


Составляенъ: 


“Отсюда видно, что первая равность оть давной фунющи есть про- 
изведене этой послфдней на постоянную величину (а*—1); слБдо- 
зательно, 


Вуда Ы— 1), Муай —1,,.., Муай - 1) 


У. СоставлЕнтЕ ЧИОЛЕННЫХЪ ТАбЛИЦЬ ИРИ ПОМОЩИ РАЗНОСТЕЙ. 


$ 242. Чивленныя таблицы. — Разности весьма полезны при ©0- 
<тавлени таблицъ всякаго рода. Въ самомъ дЪлЬ, въ каждом 
почти ряд чиеелъ, сифдующихь другъ за другомъ по опредфлен- 
ному закону и достаточно сбдиженныхь между собою, разяости все 
боле и болфе стремятся стать равными по мВрЪ того, какъ ихъ 
порядокь повыглаетея. Пренебрегая весьма малыми величинами, 
можно, начиная съ яъкотораго порядка, считать разности, въ извВет- 
зомъ промежутк%, равными постоянной величин и оставить таблицу 
въ томъ предположени, что дфло идетъ о вначешяхь многочлена. 

Мы не можемъ выясвить здсь вначеня этого общаго положен 
и ограничимся тВиъ, что разовьемь его на двухь прямврахъ. 


$ 243. Приифръ 1.— Полагая 
у— 1082, 
«зоетавлявит: 
Ау — 108 (2 №) — 1052 =105 ( = 2) , 


}. 


или 


* Г в 
вузе (1 а-я . 


14* 
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Далфе, 
Ау — юв(е-- 21) — 208 (#--1) 105% 
108(&-- 2) — ю52-— По (#--1)— 105] 
лов (1 +2). 
или 
Далфе, 


А3у=106 (2-Е 31) — З108(#-|- 21) -- Зов (= -- №) — Юю55 = 
Е. 
=108 (1-5) — вов(1-- 2) +308 (1+2), 


или , 
дзуке(% — .. ). 


Напр., при 2== 10000 и #=-1 


Ау = 0,000043427276863, 
Ау — 0,000000004842076, 
АЗ = 0,000000000000868; 


есля при этомъ требуется получить результаты съ десятью цифрами 
посл запятой, то можно пренебречь разностями уже четвертаго по- 
рядка и поступать таюъ, кажъ будто бы разность третьяго порядка 
постоянна. Итакъ, составляють носльдовательно разности третьяго, 
второго, перваго порядка, такъ же, какъ въ $ 239-омтъ, отсюда 
выводят» логариемы чавелъ: 10001, 10002, 10008, исходя изъ лога. 
риема 10000, равнаго 4,000000000000000. Результаты нужно про- 
зЪрять посредетвомъ логариомовъ, вычисляемыхь непосредственно, 
черевъ болёв или мене больше промежутки. Методь разностей 
должевь их дать съ желаемою стененью точности, т.-е. съ извВот- 
вымъ зисломь волн точныхь цифръ послБ запятой. Когда по- 
слздная изъ этихъ цифръ перестанеть быть точною, то вычисляють 
снова, 4 рота, носредствомъ формуль (8 243) равности: Ау, А?у, А*у 
и этими корыми звачевями пользуются таюь же, какъ предыду- 
щами. 

$ 244. Принбръ 1.-—Требуется вычислить съ 7 точными цифрами 
нослВ вапятой таблицу логариемовъ синусовъ черезъ каждыя 10 ©6- 
кундь оть 78° дь 72°] '30". 
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Мы знаемъ, что 
: Тит 7 ди. А 
8 72° = + И10--2/5=0,9510565, 
вот == (5—1) ==0,3090110; 


Феря логариемы отъ этихъ двухъ значен! и прибавляя, какъ при- 
иято, къ каждому изъ нихъ но десяти вдинидь, получаемъ: 


108 91 722 —9,9782063255, 
10260372 —9,4899894. 


Полатаемъ въ предыдущихь формулах: 


У—Ю8х, 
ду тюе (1 
дубе ( 


2—9 1$, при чемь © въ нашемъ примёрё равно 72°. Опредвляемь 
‘теперь прирашея!е % синуса, соотв®тотрующее приращенио угла 


на 10". Пишемъ: 
ф==вн(е-|-- 10"), 


51(2--10")==91.60810"--созф. 50", 
„_ ихю 5 
Зная же, что дуга въ 10" = 180.80.60—0,00004. 84813681.,.< 107 


закиочаемь, что такъ какъ 
: Е 
шея, 

0 синусв 10" отличаетея отъ своей дуги на количество, мень- 

8 1 
ее, чфмъ (5), или меньше, чВуь на 10. Также, зная, что 
а 
603% >1 —=, выводим, что косянуст 10" отличается отъ единицы 


а 
меньше, чёмъ на 35) ‚ или меньше, чём» ва единицу девятаго 


порядка, Позтому, въ значени зт(ф-- 10") можно 60910” замё- 
нить | и 3110" дугою въ 10", т.-в. написать: 


зт(е-- 10") =зшо-с05ф Ж ато 10"; 
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; 1 
слфдовательно, съ приближенемъ до п, 


1 ==608ф ЖХ агс10". 


Уголь ‹ равенъ 725; итакъ, пренебрегая 1”, получаемт: 
ФР. ; . р 


— 605729 Х вте 10". 
Ау ове ау} 


логариемируемъ это выражен: 


106 (1082) =1,68% 7848 

105605720 -= 1,480 9824 

10810" = 5,685 5749 

Доп. 106172 =0,021 7937; 

складывая, находимъ: 10Ау==6,885 1358, 
откуда Ау=0,000 0068412. 


Такъ какъ мы вычиоляемь зваченя 1осзшф съ 7 точными циф- 
вы 
д 
А*у ве вмяють уже на искомый результать; звазить, транспен- 
дентная функщя 1ох$шф въ укаванныхь предёлахь можеть быть. 
разематривавма, какт, алгебраическая функщи первой отепеви, уве- 


рами повлф запятой, то зинченя и„слЪдовательно, эвачен1е 


6; . 
личивающаяся приблизительно па к при каждомъ увеличени угла, © 


на 10". 


Для нолвой увЪреняости въ точности конечнаго результата, нужно 
составить ариометическую прогресено, первый членъ которой равеяъ 


108311700 -— 1,078 20632... 


и разность которой всть 684 стомиляюнныхт, вычиелял каждый ея 
„член съ 8 цифрами посл запятой, Итакъ, ограничиваясь четырьмя: 
посдёднини цифрами логариемовъ, пашемъ прогревецо: 


0632, 1316, 2000, 2684, 8368, 4052, 4786, 5420, 6104, 6788. 


Опусвая послёднюю цифру и прибавляя единицу седьмого порядка, 
вели отбрасываемая цифра больше 5, колучаемтъ: 
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Поза МУ 0" ==1,978 2063 
ОНУ" = 1,073 2142 
10591172"0'20" 2300 
105517270" 30" 
1045720140" 
05511720050" 
Тон ТО" 0" ==1,978 2474 
1058117271110" = 1,173 2542 
10537901120" == 1,978 9410 
оз 72° "30" ==1,978 2679. 


2405 


Совершенно тажмя же значешя мы чаходимъ по таблицазь Каллета. 


КОНСНЕКТЪ. 


$ 229. Опредьлене разноетей.—8 230, Опредвлеше вторыхь разноетей, — 
$ 291. Опредфлене разпостей какого-угодпо поридко.--8 232. Какт, при номонуи 
разностей составляются кнадролы.—$ 293. Какь при помощи разноетей во- 
стапляючся кубы.—8 234. Формула для разности какото-уодно порядка.— 
8 235, Обратиая формула, выражающая ланой-нибудь тлей ряда черезь пер- 
вЫЙ члепъ и сго послфдовательныя разпости.—8 236. Равиость зи-го порядка 
многочлена 2-ой стенепи постонина. — 8 237. Порвын развости содержать 
множичтолемъ приращене # переуфнной; втопия разлости содержате ножи 
телемт 17; третьи розности содержали, мпожителень Я, ит. хо Выражене 
я-ой равиости—8 238. Приложене к, мпогочяену эретьей стецеши.—8 233. 
Призфрь.—8 240. Для вычнолешя значегй мпогочлена ла-ой стеле с00т- 
эёмотвующихь иблимт аначотямь перемфипой, достаточно знать зивчетя, 
соотвфтетвующя % пзаымт, посзбховалельнымь чисхамт, —8 241. Разности отт 
функц. 8 242. Числениыи чабаиии-—8$ 243 п 244. Шивощещи къ востан- 
ово таблииз. 


УПРАЖНЕН 1 Я, 


1. Найти, при помои разностей, сумму квадраловь, суму} кубовт, и т, д. 
2 порвыхь цёлыхь чиселт. 

Ирилатають формулу 8 2365-го, полагая ир 3" 2“ 4-3...“ 

И. Вычиелить зиочещя миогочзена: 


а - — 3—8 


при цфзыхь зиачешяхь перемВиной. 
Ш. Дань рядь: 


$2), че РВ, че -- ЗА), ..-, а я), 
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тд\ 9(2) обозначаеть гавую-угодно фувкщю оть леремфивой. Показать, что 
дроби: 


инзють соотвфтетяенно иредфяами проззводныя перваго, второго, третьято 
порядка оть (2), Отеюда выводител, что при маломъ # разлоети, вообще, 
тфиь меньше, чит, их® порядовь выше, 


ГЛАВА ВТОРАЯ. 


Интерполироваш!е. 


1. Вь ЧЕЖЬ СООТОИТЬ ИНТЕРПОЛИРОВАНИЕ. 


$ 245. Опредълене. — Изтерполировав!в заключается въ томъ, 
чтобы между членами нЪкотораго ряда вставить новые, подчивен- 
выс тому же закону, что и`преже{е. Эта задача иногда очень легка, 
если извъетевъ законъ составлев!я членов ряда. Такъ, изир., между 
двумя членами какой-вибудь прогрессии можно вставить данное 
число среднихъ (аравметическихь или геометрическихь) по очень 
простому правилу. Наоборотъ, если равсматривать так!я числа, за- 
хонЪ составеня хоторыхъ неязафеленъ, то задача интерполиро- 
зая является совершенно ноопредёленною, я чтобы рёшить ее, 
вужно неизвфотные члены подчинить какому-нибудь условию, лри 
котороиь неопредфленность исчезнеть. Чаще всего за такое услове 
принимается, чтобы разности никотороло порядка равнллиеь бы нулю. 
Примфромъ можеть служить опредфлене логаривмовъ чисель, не 
находящихся въ таблицахь; въ самомъь дёлё, обычное долущене, 
что приращев!е логариемовт пропорщюнально приразщенио чисель, 
ведеть къ допущенио, что пра равныхъ приралден!яхь чисель при- 
ремценя логариемовъ также равны, ихи, другими словами, что пер- 
.ввя разность отъ логариемовъ. постоянна и, слёдовательно, вторая 
равяв, нулю. Въ случай логариемовъ можно, впрочемъ, убёдиться изъ 
таблиць, что такое допущен почти справедливо для поиращенй 
числа, равныхь единиц; отсюда заключалоть, что оно % нодавно 
{& реой) сораведливо для меньшихь приращен!й; между про- 
чимъ, мы показали (8 243), что вторыя разности отъ логариемонъ 
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уменьшалотся весьма быстро, Этоть законъ прилагается, конечно, ко 
верит функщямь; значить, когда равном рныя приращен!я перем я- 
ной становятся все меньше и меньше, разности оть функц умень- 
шаются тёмь быстрёе, чём порядокъ ихъ выше, Слёдовательно, если 
при составлении какой-нибудь таблиды будетъ замфчено, что развостя 
дЁкотораго порядка почти исчезмоть, то можно допустить, что в 
подавно (@ рено) будеть то же при меньшихъь приращеныхъ. 

Ичакъ, задала иятерполированн можеть быть выражена слб- 
дующимъ образомъ: 


Даны значеня: щи, в, ч,. и, нимоторой фуннцёи, соотении- 
ствующия знаменлиь: т 2, --й, 21, ..., ой неремьнной; д0- 


зувкая, что (и-Н1)-ыл разности оть фунюйи при какиль-уодно равно- 
мюрныхь ирираиценяхь х равны нулю, найти значеня этой функц, 
соотаютетвуюиия данному значению х, взятому между ту и а ий. 


ПП. Формулы интиРЙОЛИРОВАЮЯ, 


$ 246. Формула Ньютона.—Вернемся къ формул: 


| 
2) 


доказанной лъ $ 235-0мъ. 


Предположимъ, что послФднее значеше х, для котораго и из- 
вфетно, есть д, таюъ что 


= 


и, слфдовательно, 


въ такомъ случав. формула (1) приметь видъ: 


д (6 
ли, [65 (5 и 1) 


т) 


оо 1.2.3... 
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Если во второй части этой формулы замВнить 2, неопредлен- 
ною буквою 2, то образуется нёкоторая фупещя (2): 


9) 


обращающаяся, очевидно, пЪ и, При д=ыш,, ИЯи, что одно и то же, 
при 2=а.--ий. ЕронВ тога, вели придать перемённой д вначеят: 
3» во-Р, м2, 4... Ж-Н@- 2, то $(=) приметь посл®дова- 
тельно эначев1Я: чо, в, и... , 1, Накояець, эта фувкщя есть 
мвогочлен и-ой степени, з-ая разность отъ котораго постоянна 
(8 236). Итакь, она удовлетворлеть зсфмъ’ усломямь, поставлен- 
нЫМВ вЪ задани, и, слфдовательно, представхяеть рёшен!е предло- 
эжженной задачи, Въ самомъ дл, полатаемъ въ +() 


=, 


откуда могуть получиться веф друмя вначеня, если приравнивать 
произвольное чиело р послЗдовательно 0, 1,..., 2; находимъ: 


е-ыЯ) == Бра + 225 
- В 
т 


В Аи, |. 
3). А; (4) 


(РВ 


—& 


дальнфйиНе члены исчезають, потому что равно р и, слфдо- 


в 


звательно, кождый изъ аленовт, начиная съ (р--1)-го, иметь въ 
числителф множитель (р— 2}. Вторая же часть формулы (4) пред- 
ставляеть выражеше и, (8 235); позтому функщя 9(}, какъ мы 
уже и говорили, равняетея м, при 2=2--рй и удовлетворяет, 
условамт задав!я, 


$ 247. Замфчане 11—Въ формул: 


=, и пак Аш. .. о. . НЙ я 


мы оставляли несокращенными коэффященты послфднахь членовъ; 
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такъ, напр., козффащеять при А"ь, 106л% сокращеня равенъ едя- 
ницв, но мы удерживаемъ 


ибз-—1)...(и-в--0) 
1.2...п у 


потому что лослз подотановки ра въ числител8 выфето я мы 
получимь многочленъ, весьма отличающся отъ единицы, 


$ 248. Занфчаше И, — Функзя $(2) (8 246} есть единственный 
иногочлень относительно х, который можеть рдить задачу такъ, 
какъ она предложена. Въ вамомъ дЁлЬ, („--1)-ая разность должна. 
быть нулемъ по одному изъ условй; слдовательно, искомый много- 
членЪ не можетт, имфть членовъ степени выше 2-ой, Кром того, 
такой многочленъ должевъ принимать т$ же самыя значевя, что 
я 3(2), именно во; и, Чье Мы ПРИ 2 Я Я.) ФО 
зтому, если обозначить ето черезъ %(2), то необходимо, чтобы рав- 
ность $(2)—4(*) обращалась въ нуль и-Р 1) разъ, пли, другима 
словами, чабы уравнение: 


о - ка =0 


иифло бы, по крайней мфрё, (ж-- 1) корней: ху, ж, 2, ..-, &»- 
откуда вытекаеть, что так каюъ оно д-ой степени, то первый его 
членъ долженъ быть тождественно равенъ нулю и, софдовательно, 
функщи: е и $ должвы быть тождественны. 

$ 249. Принфръ.—Приложимъ предыдущий методь къ прим®ру. 
Пусть требуется получить логариемь числа 3,1415926536 посрвд- 
ствомъ таблицы десятячныхъ логариемовъ. Привямаенъ логариемы, 
содержанцеся въ этой табяяц\, аа дамныя значеня функши +, & 
соотвётственныя чнела—ва данныя значення перемфаной х, и пя- 
емъ сл6дующую таблицу: 


= | и |4 | А?и 4% | 4% 

8,14] 04969296481 1 0,0013809057' —0,0000043709: 0,0000000277 
316] 0,4983105638] 0,0013765288. —0,00000434931 0,6000000274 
3,16] 0,4950870826] 0,0013721796. —6.0000043218; 

3.17] 0,50105926221 0,0013678578| 

3,13] 05024271200 


—0,060600000з 
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Гакъ какъ разность четвертаго порядка здфеь очень мала, то 


равность пятаго порядка можно принять за нуль. Чтобы воеполь- 
зоваться формулого (3): 


ЕР 


 — 


мы Должны Положить: 


щ= 0,4969296481, 
Ми 0,0013809057, 
Аи -==—0,0000048769, ^ 
Аи» 0,0000000277, 
А  0,0000000003; 


замфчвя же, что 


№=0,01; #= 8,14; #—2==0,0015926686, 


получимъ: 
2 
2—= 
т =0,15926538; 0,42036782; 
2-м 
— = 0,61857821; — == 011018866. 


Имфя эти вначеня, не трудно выравить въ числахъ формулу (3): 
#1, —1053,14159268636 —0.4971498727, 


$ 250. Формула Лагранжа. — Существуеть другая формула для 
приближеннаго вычислев1я звачен! функцщи и, когда извёстны вя 
ЗнНаЧаНЯ: и №, и, ..., и, боотВФтотвующия значейямъ: 2 2 
2,..., 2, первмённой, Какъ и въ предыдущемъ случай, мы пред- 
положимъ, 970 и воть рашональная функщя оть м, степени п. 
Итакъ, пусть 


откуда 


лоте? + + ол 
НВ, Но Нм 
аа ‚ам, 
пати Нл, 
Полученныя уравненя-—первой степени относительно 2, 8, 1,..., м, 


знален!я которыхъ мы и найдемъ, рёшая эту систему. 
Но, чтобы избфжать ея рёшев!я, полаталотъ: 


и Хи Хин -Р Хи --... Хи, 


14$ Х, Х, Х,..., Х, суть фунющи отъ =, подчиненныя сл$- 
дующимъ условямт: 
при х-=ж функщи: Х, Х,..., Х, дояжны обратиться въ 


нуль, а Хо—въ единицу, 

при 2—5, фунюща: 
нуль, а Х,—въ единицу; 

при ш==2, функци: Хо, Х, Х,..., Х, должны обратиться 
въ нуль, а Х, въ единицу; 

при 2===, функщи: Х, Х,..., Х,, дояжвы обратятьея 
въ нуль, & Х,—вВЪ единицу, 


„ Хь..., Х, Дояжны обратиться въ 


Въ самомъ диф, очевидно, что при такихъ услойяхъ , обратится 
ВЪ и №, ... 3 КОГДА 2 будеть получать соотафяственно зна- 


чеаЯ: 9 Жи... 
Желн же Х, обращается въ нуль при значеняхь: д, 2... 

перем®нной х, то можно положить 
Хь = 40 (2—2) — 1) 


а такъ какъ при х-=я, фувкщя Х.—\, то 


1 
== 


. @—2,), 


ея. 


сл®довательно, 


— ве). @— 
(д — пб — из)... Ы— 
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Гочно тажъ же найдемъ: 


(ива 


аа 


итд Итакъ, искомая формула будетъ: 


пы, 0—2). #2), Фе. 
о, а. бя) а... 
(ба аа . 
я, — о, — 


а 


ТП. ПРИЛОЖЕНИЕ МЕТОДА ИНТЕРПОЛИРОВАНТЯ КЪ ТОЧНОМУ СОСТАВ- 

линию цвлой функции #(%), ствЦВНИ 9%, ЖОГАА ИЗВЕСТНЫ ЕЯ 

ЗНАЧЕНТЯ; 40; 6, и, .. с, и„, СООТВЬТОТВУЮЦИЯ ЗНАЧЕНЕЯХЬ: 
2, Ж-Н..... 2 -- МА ПЕРЕЗРВННОЙ. 


$ 251. Составлене цфлой фуннщи.-—Формула интерполированя (3) 
{$ 246) служить для составленя цёлой фувкщи, степени зи, которая 
при значетяхь: 2, ж-Н№,,.., 2-Е и переывнной 2 приномала бы 
оотвЪтетвенно значеня: 4, и,..., и, Мы знаюмъ, что двЪ 
цёлыя функщи, степени ж, могуть быть равны при (ш-- 1) эна- 
ченяхъ перемфнкой только при полной ихъ тождественности, по- 
тому что въ противномъ случа, приравнивая таюя функщя друг 
„другу, мы получили бы уравнене степени %, допуекающее (и--1)} 
корней. Слбдовательно, искомая функщя тождественна съ фор- 
мулою, навденною по методу ивтерполирования, т.е, 


и ьв и 


А", 


$252. Предфлы корней уравнения: /(2)=0.—Изъ этой формулы ваклю- 
чаемъ, что если воличестла: %, А, ..., А” полОжительны, 


то пря значени х такомъ, при которомь еб, (и }, 4+ 


&—5 
{у °—®--!) являются положетельнымй количествами, иначе 


— 08 — 


говоря, при 2 большемь 2, -|- (р — 1)й, {(®) будеть положительна. 
Можно даже прибавить, что, начиная оп значея х==ж--(-— А, 
вс члены, обравуюзще вторую часть формулы (4), увеличиваются 
вуБетВ съ 2 и 910, слВдовательно, то же относится и къ {(2). От- 
сюда, очевидно, вытекаеть, что 2.-|-(и›—1)й есть выспИй предёль 
положительных корней уразнев1я: /(2)-=0, и уЬшешя уразнев!я 
Долкно искать между числами, визтими этого предфла, 

Точно также, если придать х значене 2х, такое, что количества: 
9» Ач Аи... . А будуть по-перемфнно положительными и 
отрицачельными, то 2, яватся визшимь предёломъ для корней; 
дЬйствительно, при вечкамъ значеши 2, назшемъ х, каждый изт. 
членовъ (2) долженъ быть положительныхь и, сл®довательно, {() 
не можеть обратиться въ вулъ.. 


ВОНСиВЕТЬ, 


$ 245. ЦФль интериолировилия; произвольное услове, котороху кодчиняюту, 
ивтернолироваи!е.—6 246. Формула иптериолнровая Ныютова, ириложимал 
к, фувкцщи, для которой извфетны значеьл, соотв?тствующая значешяыь пе- 
фемфиной, пзятямь въ ариометической ирогресош.—8 247. Зам ча01е.—$ 248. 
Найденная фупюби есть единетвеноый многочлен, цфамй отпосительно &, 
который можеть удоваетворить требусумут, усломимт.—$ 249. Лриложеще кл 
пра йру-—8 280. Формула иитериозировийя Лагралина.—8 28. Призожене 
мютода иитериолировая кз точному сосгавяеню нёлой фупецил степени зи, 
нотда иевфотяы ел знамен, соотвфтетвуюныя (+1) звачешяыъ перемфииой, 
ззятныь въ арнохетичоской грогресся.—8 252. Предбиы корией уролпешя: 
Ка =0. 


УПРАЖНЕНЕ Я. 


1. Лри ваблюдени ыфкоторой илооеты были лайлены слфдующия ея при- 
зын восхождевй 


18 ловоря 19780' 07395". 91, 
39 пивари о’ уе: 
20 лнпаря РЗ 07216,67, 
24 киваря ви —0'058", 8. 


Найти, поередствомт, пптерполировагя, прямое восхождеше въ полдень 
-22 января. 

(Ц. При тбхь же двицыхт лайти допь и часть, вотда прямое восхождеше 
было равно вулю, 
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ГЛАВА ТРЕТЬЯ. 


Ршен1е чиеленныхь урнвиепНь 


Т Отделеную коеняй, 


$ 253. Предварительныя дфйствя.— Чтобы р8шить численное урав- 
нен!е, свачана слВдуетъ найти соизыфримые корви и опустить мно- 
жителей, соотвфствующихь этимъ корнямь. Далфе, должно прило- 
жить къ уравнению методъ, изложенный въ Кн. И, гл. Н, для 
приведеня ого къ нфоколькимъ другимь уравневямъ, имёющимъ 
только простые корни. Первое изъ этихь дВйствй не имфетъ дру- 
той пфли, какъ только упростить вычиелевя. Второв же дфйстве 
неизбёкно надо выполнить, потому что только посл него мы мо- 
жемъ утверждать, относительно уравненй съ проетыми корнями, 
что вели существуеть корень а, то два числа: (а—Й) и &--!)), 
между которыми онъ содержится, будучи подставлены въ уравнение, 
должны даль результаты съ противоположными знаками при доста- 
точно малых № и }". Дия этого, очевидно, достаточно, чтобы между 
{4—1 и («Е №) не было никакого другого коряя кром® а. 

Наконець, прежде чВыъ приступить къ приложению метода ра- 
зыскашя корней, изложевнаго въ дальнфйшихь параграфахт, ся$- 
дуеть еще установить, по извстнымъ празиламъ (88 208 и слёд.), 
выепий предфль ноложительныхь корней и низнЫй предзль отри- 
кательныхъ корней, возможныхь для даннаго уравнетя. 

$ 254. Подстановка цфлыхъ послёдовательныхь чиселъ.-— Посл вы- 
полнен{я продварительныхь дфйстый, о которыхъ мы только-что 
товорили и изъ которыхь, повторнемь, необходимо только одно, 
именно относящееся къ равяымъ корннмт, подотавляемъ въ первую 
часть даннаго уравненгя цёлыя послдовательныя числа: —..., 

4, —3, —2, —1,0, Нь -8, 3, + 4,... , содержанцяся между 
предвлами корней. Эта подстановка производится, кажь объясиево 
выше (8 239), по методу равностей, т.е. вычисляется непосред- 
ственно т послёдовательныхь значенш уравневя, при чемъ т 
обозначаеть степень уравнешя, и составляются ихъ разности до 
{и—1)-го порядкй включительно, Далфве, основываясь на томъ, что 
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фазаовть и-то порядка постоязна, можно вычислить, посредствомь 
простыхь сложеюй или вычитанй, значен!я посл®довалельныхь 
разностей и, слфдовательно, значешя первой части уравненыл, соот- 
вётствующия другимъ значенямь перемфнной. Изъ того же закона, 
по которому составляется эта таблица, слфдуетт, что при возра- 
стаи х функщя и всф ея разности станутъ, наконець, подожи- 
тельными, & при убывави стапуть, наконец, по-перемнно поло- 
жительными и отрипалельными. Въ обоихь случаяхь, кан только 
эти усломя настулять, дальн®йция подстановки цёлыхъ чисель 
безполезньу, потому что ни одна изъ нвхт, очевидно, не можетъ 
ивмфнить знаков. 

Если ревультаты подстановки пфлыхъ чисель въ перпую часть 
уравнен!я не всё одного знака, то одна или ифеколько паръ по- 
олбдовательныхь резульгатовъ будуть съ противоположеыыи вв. 
ками, и мы можемъ утверждать, что между соотвфтственными 
цфлыми числами находится или одинъ, или же нечетнов число 
корней. . 

сли число промежутковъ, въ которыхъ сушествоване веще- 
ственныхЪ корней является такичъ обравомъ деказаннымт, точно 
равно возможному числу корней по теорвыВ Декарта, то корни 
отдьлены; инвче говоря, дуя каждаго изъ нихъ мы будемъ имЪть 
два. числа, между которыми лежит этоть корень и‘никакахъ дру- 
гихь НЫтЪ. 

Случается и наоборотъ, что число такихъ промежутковъ меньше 
числа возможныхь корней, въ особенности же, сомнитедьвымъ 
является тоть случай, когда пцфлыя числа, подотавленныя въ пер- 
вую Часть уравнев1я, даютъ результаты съ одинаковыми знаками: 
тогда надо прибёенуть къ новымь подотановкемт, которыя должны 
быль произведены только въ заранфе выбранныхъ промежуткахъ, 
ТАБ он могуть еще дать благопуятный результать. Воть какъ 
опредляотся тае промежутки. 

$ 255. Выборъ проиежутновъ, въ ноторыхь должны быть производимы 
новыя подстановни.—ПТолучавъ результаты подетинолки дфлыхъ чи- 
велъ въ первую часть даннаго уравненя, наносимь на прямой 
лини, оть произвольнаго начала 0, длины, пропорфональныя эна- 


чензиъ 1,2, 8,..., приписываемьию нейзвёстной х, въ одяомъ 
направлеши и дляны, выражаюния отрицательных значеня: —1, 
—2, —3,..., Въ противоположномь направлени; далфе, въ концё 


каждой изъ этихт длинъ возставлиемъ (бевЪ особой, впрочемъ, точ- 


м. в, пирожщовь, ллевБРА, 15 
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ности) перпендикуляръ, представляющ соотяётственное авачев!е 
первой части предложеннато уравненя, при чем» онъ долженъ итти 
въ томь или другомъ направлени, смотря по тому, какое выра- 
жается имъ значен!е, положительное или отрицательное. Очевидно, 
что вели выполнить такое же построен!е не только дяя пфяыхъ, 
но и для вобхъ возможныхь значенй х, то геометрическимь м3- 
(томь концовъ перпендикуляровъ будеть нфкоторая кривая; пере 
сбчевня же этой кривой съ прямою, на которой отложены -ы, 
далуть корви; дВйствительно, они будутъ соотвфтетвовать тёыъ 
вначешямъ х, при которыхъ нужно отложить на перпендикулярахь 
отъ оби длины, равныя нулю, а зто значить, что первая часть 
уравненйя обралцаетоя въ нуль. Полученныя частныя значен!я пер- 
вой части дають намъ нФкоторыя точки кривой, по которымъ 
можно опредфлить приблизительно ея видъь и, сл®довательно, нам$- 
тить 78 промежутки, въ которыхъ вброятно существован! корней 
и ГД, 00этому, надлежить вхъ искать посредством» новыхь под- 
отаяовокъ. 

Еели, напр. при подотанови® вмфето х значений; 0, 1, 2, 3, 4, 
5, 6 первая часть уравнен1я получаеть значен1я: 


1,50; 0,36; 0,08; 015; 1,25; 8; 4, 


то соотвфтственныя точки нужно построить приблизительно такъ, 
ЕАБЪ ЭТО показаво на сяфдующемь чертеж; 


Принимають, что если кривая, соединяющая ихъ, переебкаеть ось 
д-овъ, то это пересБчеше должно произойти между точками: Зи 3. 
Однано, лаз никоимь образомь нс ва правъь утвероюдалть, что въ дру- 
гихъ промежутенхь нфть корней; для строгости можно допустить 
существоване ихь даже между 5 и 6, т.-е. въ такомъ промежутк®, 
тдЪ, конечно, предполагать ихъ нельзя, имя въ виду полученныя 
вначен!я первой части уравнешя. Контуръ неизофстной кривой, 
соединяющей равличныя наши точки, должень быть вычерчень въ 
достаточной степени. 
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$ 256. Теорема. —Есть, однако, теорема, дающая предфль тёхъ 
отстуилен!й, кактя могутъ представить кривыя, аналогичныя пре- 
дыдущимт., 

Ели предложенное уравнеше— степени т, зто лиш, параллельная 
этой, на которой откладывеиотся значенл м, ни в: какомь случаь не 
можеть вопрнялить кривую боле, чьмь в т точкихь- 

Въ самомь дьлВ, пусть @ есть разотояв!в нёкоторой паралжель- 
БОЙ ОТЬ ОИ 2-0вЪ; она встрётить кривую кожъ разъ въ точкахъ, 
соотнфтетвующихь тфыъ значешямь ях, при которыхъ первая чаеть 
уравнев!я равна 4. Приравяивая же первую часть данному числу, 
мы получаемъ уравнене также степени ль, которов не можеть 
иыЪфть болфе рю корней. Прибавимхъ къ сказанному, что пе рёдко 
приложен теоремы Декарта къ этому новому уразненио дастъ 
еще болзе меньоий предфлъ. 

Возвращаясь къ примфру, приведенному въ предыдущемъ па- 
раграф, видныъ, что если бы существоваль корень между 6 и 6, 
то кривая могла бы пересёкаться прямою, параллельною обл д-овЪ, 
по крайней мёрф, въ четырех точкахъ и, елфдовалельно, то новое 
уравнев{е, которое получилоев бы оть приравнивая первой части 
даннаго ифкоторому числу 4, могло бы имфть четыре положитель- 
лыхь корня. . 

$ 257. Подстановка чиселъ, измфняющихся равномёрне на одну де- 
сятую.—Когла на основан!и полученных результаловъ мы опред*- 
лимъ 1% промежутки, въ которыхъ предполагается сущеетвоване кор- 
ней, то въ этах% промежутках мы должны будемъ подставлять числа, 
равномёряо ивыуфняющяся на одву десятую; чаще всего случается, 
Что такя подстановки довольно ясно указывають на вил кривой, 
по которому можно уже или съ увфренностьо намфтить предзлы, 
содержащие корпи, или же убфдиться въ томъ, что ихъ нётъ. 0 
<пособЪ, какъ пользоватьея этими новыми результатами говорить 
не будемъ: пришлось бы слово въ слово новторать вое сказанное о 
чодетановкв цфлыхъ чиселъ. 

Чтобы вычислить результаты подстановки чиселт, измзняющихся 
ревяомВрно на одну десятуго, елфдуетъь поступить совершенно такъ 
же, какъ это мы дЪфлали при похотановкв цёлыхь чисель, т.е. 
сначала вычислить столько посл довательныхь результатовъ, какъ 
велика степень уравневя, далЪе, составить ихъ разности и, вакочедт, 
отыскать дальнфйиия значен:я посредствомь простыхь сложен. 


15* 
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11. СПЕШАЛЬНОЕ ИЗСЯВДОВАНТЕ СЛУЧАЯ, КОГДА УРАВНАНУЕ— ТРЕТЬЕЙ 
СТЕПЕНИ. 


8 258. Упрощене, относящееся къ этому уравненю.—Тусть будеть 

дань многочленъ третьей степени; 
а" Ей аа. 

Предположимь, что подставляемыя числа идутъ въ ариометической 
прогресси съ разностью й; извфетне еще значене функщи $(2) 
при ивкоторомъ значени у==х, перемфнной и, кром того, состав 
лень А4(хь), А?ф(1%), А? (о). Мы дадимъ проетой споеобъ для вы- 
чиасленя равностей, соотвётотвующихь въ десять разъ меньшему 
приращению подотавляемыхь чиседъ; назовемъ ихъ черезъ 8%(л,), 
57 (то), в19(то). Имфемъ: 


ева" (ед). @) 


де) = ЕВ) — око) = Аж 


Чтобы составить А*о(ж), вужно взять разность оть второй части, 
т.-6. найти вя приращен!е, когда =, изыфняется въ (л,--й); волу- 
ЗимЪ: 
И 
с Аа Ме ь Ъ — р-- Ро [е"бт,---9е 


ЕН" 


но такъ какъ 49/2) второй степени, $"(х,)— первой и 9"(х)) — 
постояявая величина, то 


о-ва ао 
Фе) идей, 
о ед; 


олЪдовательно, посл подетанолки будетъ: 
др) ==" о) М). (2 
Такъ же найдем: 


Аа) ЕВ) че)" о-в, 
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или, по предыдущему, 


42 М). (3) 
'Итакъ, 
еау Тон т 
рта) -Е рф" (во) + "о, <) 
Ат) Ее”) М", {2 
АЗ (во) ВВФ" в), (8) 
Замфняя въ этихь формулахъ  черезъ г получаемт: 
. Е : й 
Фет) то) ее) + = Фа), (4) 
А № Я 
Фе) =" -- ду", (5) 
Забор". ® 


Эти послВдНя формулы покавывають, что вная вначеня разно- 
тей А, мы найдемъ непосредетвенно 8%%(2,), взявЪ тысячную часть 
оть А3(а,), далёе, 8%%(х,} предотавляеть суныу двухъ членовъ, изъ 
которыхь второй равенх только-что составленной 8%(а,), 2 первый 
веть сотая часть равности А?5(,} — Аз(х,), т.е. разности, предше- 
<твующей А*'(х,} въ ряду разностей А*. Наконець, $%(2,) состав- 
ляется изъ трехъ членовъ; изъ нихъ два послёднихь извфстны; 
одинъ есть шеетая часть отъ 80(2,), а другой — половина отъ 


а 
100?" (%5), т.-е. половина оть члена, уже вычисленизго при состав- 
лени 6?. Относительно третьяго же чяена замётимь, что онъ ра- 
венъ десятой части оть выражен я 12), легко вычиеляемаго но 
формул: 


(а) Ани) — ие) — Ро, 


эторая часть которой востоитъ изъ трехъ иваБетныхь членовъ. 
Итакъ, 

80) есть `тысячная часть отъ А39(); 

275) есть сумма 8% (5) и сотой чаети отъ члена, предшествую- 
щато А29(2,) въ ряду разностей 42; 

8$(х,} составляется изъ шестой части отъ 81%(4.), половины 
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члена, вычисленнаго при получев!и 87%(х.) и десятой части отъ 
выражел!я: в в 
д и ин 
Забей, 


всф три члена котораго иввъстны. 
$ 259. Приложеще предыдущаго метода.—Разсмотримъ уравнене: 


28 — в--7=0. 


Подставляя выЪсто х зваченя: —1, 0, --1, нАХОДИМЪ для первой. 
части соотвётетвенныя внячен!я: 18, 7, 1; первыя разности оть 
НИХЪ СУТЬ: —6, —6, а вторая равна 0. Что же касается третьей 
разности, то мы зиземт ($ 236), что она всегда равна 6. Таквыъ 
образомъ, мы можемъ написать слВдующую таблицу; 


| уг | МУ | №у 
о 


—1 13 | —6 о 6 


оос 


Изъ нея мы выводимь, посредствомъ послудовательныхь сложен, 
таблицу значе \у, ду, у, собраввыхь вяже въ новой таблиц, 
аъ этой же послФдней мы легче получимъ для нашего примфра 
т денныя, которыя лежать въ основ вефхъ дальнфйшихь вы- 
числеяй, 


«|2 30-18 6 
| пм в 
2 м о-ва в 
-1| 8-6 95 
| тв @ 6 
1 и о | в 
21| 1 в 18 
3! 13 30 
44 | 

| 
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Раасматривая значеня у, заключаемь, что сушествуеть отриця- 
тельвый корень между —Зи 4; другахъ отрицательныхь корней 
нёть (по правилу Декарта). Что . 
касается положительныхь корней, . 

то ихъ можеть бымь два; но чтобы | 
найти ихъ, надо прибтнуть къ 

новымъ подстановкамь, Получен- з 
вые результаты представлены на 
чертеж. Такь какъ кривая, сое- 
диняющая эти точки, можеть пе- 
`ресфкаться прямою, параляельною 
о6н з-овъ, только въ трехь точ- 
кахь, 10, очевидно, она перес®- 
каетси этою прямою между точ- 
ками: 1 и 8; поэтому, мы должны 
подставлять значев!я, содержащуя- 
ся между #=1 и х=2, и пратомъ 
равномёрно измфнятющёяся на 0,1. 


4 


Мы знаемъ, что при х2=1 первая часть, обозначенная нами 
черезъ у, тоже равна 1; кромф того, для приращенй х, равныхь 


вдавиць, Лу=0, А?у-=0, АЗу—6. Двлая приращене равньтьь и 
находимт ($ 258): 

33у=0,066, &у=0,066, бу=-0,360; 
по этинъ вналенямъ составляемъ слфдующую табяюцу: 


би у му 


1 1 (|—0,369 0,06610,006 
| 0,681 —0,30310,07210,006 
12| 0,328, —0,231 |0,078]8,006 
13| 0,097 —0,158\0,084.0,006 
144 | — 0,056, —0,069,0,09010,006 
1,5 | 0,125 0,091 ие 


1,6 | —0,104| 0,11710,10210,006 
11 | -+0,013| 0,219) 0,10810,006 
18| 0,282 озона 

19| 0,559] 0.441 


2 1. ] 
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Изъ нея мы усматриваемъ. что у измфняетъ знакъ при переход 
2 оть значеня 13 къ значению 1,4 и отъ значевя 3,6 къ зва- 
ченно 1,7. Слёдовательно, данное уравнене имфетъ два положитель- 
ныхь корня, заачев!я которыхь, съ точностью до одной десятой, 
суть 13 и 1,6. 

$ 260, Вычислеше корней съ точностью де 0,01. — Чтобы достиг 
нуть большаго приближещя, вужзо, длалбе, подставлять вмфото 2 
значеня, раввомфрно изыфвяющся на 0,01 и заключелоняся между 
1,3 и 1,4, а также между 1,6 и 1,7. Эти подставовки, какт и пре- 
лыдуция, производятся посредетвом разностей. Прежде всего ва- 
ыфчаемт, что при х==1,8 вначене у==0,097; исходя иаъ этого 
значен!я, находимъ для развостей, какъ показываеть предыдущая 
табуица, ири приращени х оъ 0,1, вначеня: 


у=0,097, ду=— 0,153, А?у==0,084, &%у==0,006. 


Пусть теперь прирмщене х равно 0,01; тогда на основав и даявыхь 
выше формуль получимт: 


х 1 р 
829 () == прож А‘) ==0,000006, 
87а) = 0,000006 + 15; Х 0,018 = 0.000786, 


85%) ==0,000001 --0,00089 -|- 5 (—0,153—0,089—0,001) = 
=0,018909; 
кров того у=0,097 при 2=1,3. Слёдовательно, мы можемъ нв- 
писать слёдующую таблицу: 
в] ум [4 | 4 
Йо ри и 


1,3. 0.097000 -0,018908) 0,000786 | 0,000006 
131| 0078091—0,018123' 0,000792 | 0,000006 
1.32] 0.059968 —0,017381/ 0,000798 | 0,1000 
3,83] 60.042697—0,016685 0,000304 | 0,000006 
1,34] 0,026104—0,015729\ 0,000810| 0,000006 
1,85 | 0.010375! -0,014919] 0,000816 | 0,000006 


1,36 —0,004544]-—0,014108) 6,000822 | 0,000006 
1,37 |-0,018647,--0,018281| 0,000828| 9,000006 
1,38|—0,031928 —0,012453' 40,000834 

1,39 | --0,044381 —0,011619) 

1,4 |--0,056000] | 
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При помощи т%х% же формуль вычиеляемт значеня Ау, Ау, АЗ, 
соотвётетвуюцИя приращевяыъ х, равнымь 0,01, исходя изъ ана- 
чешя 2==1,6; у паеъ составится слВдующая таблица: 


р У [А му зу 


1,6 | 0,104000. 0,007281 | 0,000966. 0,000006 
1,61 |--0,096719° 0,0087 | 0,0072 | 0.000008 
1,62 |--0,088472; 0,009219, 0.000978 0,000006 
1,83 |--0,079258' 0.010197’ 0,000984. 0.000006 
1.84 |--0,069058° 0,011181 | 0,000990' 9,000006 
1.65 |--0,057875. 0,012171: 0,000096} 0,000006 
1,66 |--0,045704 0,018167| 0,001002| 0,000006 
1,67 |---0,082537! 0,014169 | 0,001008| 0,000006 
1,68 |--0,018868'° 0,0151? | 0,001014 | 

1,89 |--0,003191 0.016191 | 

1,7 |-+-0,013000 | 


Изъ атихь таблаць видно, что изъ двухъ положительныхъ кор 
ней одинъ заключается между 1,35 и 1,36, а другой—между 1,63 
и },70. Чтобы вычислить ваибольнИй изъ вихъ съ точностьо до 
одной тысячной, нужно, далфе, подставлять значевя, равном®ряо 
ивыфняющнся на одну тысячную и заключающяся между 1,69 и 
1,70. Вычисляя точно такъ же, какъ и при составлеви предыду- 
щихь таблице, получим новую таблицу; 


Ы у | Аи т Ау 47 


1,69 | —0,003191000' 0,001578871 | 0,000010146 | 0,000000006 
1,601! —-0,001617699' 0,001533517 | 0,000010152 | 0,000000006 
1,892] —0,000034112; 0,001598669 | 0,000010158 0,000000006 
1,898] --0,001559557 | 0,001603897 0.0090т0164 0000000006 
1694] —0,008108384 | 0,001613991 | 0,000010170_ 9,000000006 
1,696| —0,004777375 | 0,001624161 | 0,000010176°0,000000008 
1,696] —0,006401536 | 0,003634387 | 0.000010188: 0,000000006 
1,697| 0,008035878' 0,001644519 | 0,0000101881 0,000000006 
1698] —0,009680392 | 0,001654707 | 0,000010194 ! 

1,699] 0,011335099 | 0,001664901 | | 
1,10 | 0,018000000 | р 


Отсюда видно, что у изуВияеть знакъ при нереходв = отъ 1,699 
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къ 1,698. Итакъ, больций корень, оъ точностью до одной тысячной, 
равенъ 1,699. 

$ 261. Употреблеше пропорщи для полученя норня. — Предыдущ/я 
таблицы дают возможность достигнуть еще бульшато приближения, 
Въ самомъ дьл, заыбчаемь, что въ послёдней изъ этихь таблицъ 
разности второго порядка крайне малы; поэтому, можно, безь чув- 
ствительной зотттлиности, правять вхъ за нуль и, сёдовательно, 
донустить, что приращетя у пропоршюнальны приращеыямь д, 
А въ такомъ случа то значене х, при которомъ у обращается 
въ нуль, мы получим точно такимъ же путемъ, какимъ проивво- 
хдятся вычисленя съ логариемическими таблицами. Разсуждать бу- 
денъ так: 

Когда х увеличивается на 0,00] при переход отъ 1,692 къ 1,693, 
у изывняетея на 0,001693669, а чтобы измфнене у равнялось 
0,000034112, т.е, чтобы у обратилось въ нуль, нужно, чтобы изм%- 
нене 6 перемЪнной х удовлетворяло пропорция: 


св оон 
6;001 `` 05501508686 * 
откуда 


3 — 60000000 


ое ==0.0060814; 


слФдовалельно, корень приближенно равенъ 1,6920214, 

Должно замфтить, что разность второго порядка, которую мы, 
приняли ва нуль, на самомъ дфлф немного боле 0,00001 и поэтому 
можеть вщять ва седьмую цифру послф запятой; елждовалельно, 
нЪтъ никакого основан!я эту послёдниою считать за точную цифру. 

Итакъ, корень должно принять раввымъ 1,692091. 

$ 262. Второе приложене.—Въ предылущемъ примёрВ опред®- 
лен!е промежутковъ, въ которыхъ нужно производить новыя под- 
становки, не представляло никакого труда. Ель сожалёнио, это не 
всегда бываетъ такъ, 


Пусть, нанр., дано уравнение: 
У == 98 2417 -- 16% —— 0,001 =0. 


Подставляя вмФсто х значеня: ——1, 0, 1, каходамъ ддя у соотр®т- 
слвенвыя вначен!я: —49,001, —0,001, 0,999, лервыял разности отъ 
которыхь суть: 49 и 1, а разность второго порядка---48. Что ка- 
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Фается разности хретьяго порядка, то она ($ 236) постоянва, и равна. 
54. Поэтому, мы можемъ нанисать слдующую табляцу: 


ду у! 49 
—1| 48,001. 491—448 54 
0| — 0,0011 1 6 54 
т| + 0,9991 7; 80 54 
2 7,9991 67. 14 
3| 174,009, 181 
4| 255.909. : В 


Если эти значения представить графически ($3 285), то ясно будеть 
видно, что одинъ корень лежать между 2==0 и х==1, но ничего 
нельзя сказать ни о других норняхт, ни о новыхъ подотановкахт. 

Однако, если подставлять значен1я, равном®рне измняющяся 
на 0,1 въ промежуткВ между 1 и 2, то найдемъ для разностей, отно- 
сящихея къ #==1 при его приращея!и въ 0,1, слрдующя значетя; 
Ау=— 0,461, &3у—0,114, А?у—0,054 и ва основаи ихъ нали- 
шемъ таблицу: 


Е 9 №: 

т [0.993] —0,461|0,141 0,054 
1,1|0,538| — 0,347, 0,168|0,054 
1,8 [0,191 --0,17910,229] 0,054 
1,8 [0,012] 0,0481 0,276 0,054 
140,055] — 0,319 0,880] 0,054 
1,510,874|° 0,649 0,384 0,054 
1,8]1,028— 1,083]0,43810,054 
1719058] —1,47110,498] 0,054 
1,8[8,527| 1,968, 0,546 

1,8]5,490_— 2,509; 

з [1,999 й ! 


53 


Предотавляя графически результаты, собранные въ этой таблице, 
мы ясно увидамъ, что кривая, проходящая черезъь получевныя 
точки, можеть пересвчь`ось з-овъ только между точкою 1,3 и т09- 
кою 14. Подотавляенъ, позтому, вначеня 2, заключающияся между 
этими двумя значенями и равномёрно измняюцияся на 0,01. - 
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Чтобы получить результаты подетановокъ, вычисляемъ сначала, 

какъ и въ предыдущихе случаяхъ, по формуламъ 8 2658-го значе я 

ду, А?у и Азу, воотефтетвующя 2==1,3 при праращеняхь первы#н- 

ной на 0,01, новлв чего у наст соетавитоя слёдующая таблица: 
2 у Ау му | 49 


3 оо ов 0,002274 | 0,000054 
1,81 |+-0, 005418] -—0,004807| 0,002828 ' 0,000054 
1,32 | +-0,001112:—0,001979 0,002388 | 0,000054 
188 —-0,000867] -0,900408] 0,002438 : 0.000054 
1,84 |--0,000464. 0,002889 0,002490 / 0,000054 
1,85 --0,002875, 0005329! 0,009544 | 0,000054 
1.38 |--0,007704: 0,007878 0,002598 | 0,000054 
1,3т -НООЛ5БТТ, 0,010471 0,002652 | 0,000054 
1,38 |--0,026048; 0,013198| 0,002706 

1,39 }--0,08917  0,015899' 

14 |4-0,0550001 : 


Эта таблица локазываеть, что одинъ изъ корней содержится между 
1,38 и 1,33, & другой между 1,34 и 1,35, 


ТП. Мызодь Ньютона. 


$ 263. Изложене метода.—Если равсматривается функщ!я въ очень 
небольшомь промежутк®, то можно почти всегда, без чувствитель- 
ной погрёшности, принимать ея приращея пропоршональными 
прирашеямъ перемфнной и выражать ихъ посредствомъ произве- 
ден!я производной отъ функщи на приращен!е неремвиной. Допу- 
зкаемая при этомъ ошибка будетъ тём® меньше, чёмъ меньше са- 
мыя приращен!я. Сказанное относится ко вефмъ функщямь, но 
зд$еь мы равовьемъ это зам тан! только для цёлыхъ алгебраиче- 
скехъ фупиц съ цЪлью приложить его къ рёшеныо уравненй, 
равсмотренныхь въ этой глазЪ. 
Пусть 
ЕР) = 0 [© 
будеть алгебраическое уравнен!е и «—пряближенное значен!е одного 
изъ корней, точное вначен!е котораго обозначимъ черевъ (#-- 1); 


очевидно, 
Ва =0, @) 
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или, что одно и то же, 


2" 


Ва Р-НЕ" Е... Ра 


Озбрасывая члены, содержание й въ степени высшей, чВмъ первая, 
получимъ равенство: 


Еа--о) = Е Рой 


съ тнь больщимъ пряближешемь, чёмъ меньше #, уравнене же 
(3) лерейдеть въ сл5лующее: 


ЕоФ-НЫЕР(а) ==0, 
откуда 
в=_ Р®. 
= жа) 


ол®дозательно, приближенное значен!е корня ееть 


(а) 
“— а) 
Называя это значене черезъ $ и прилагая къ пему тоть же премъ, 
найдемъ еще боле приближенное звачене: 
5 о. 
Ро) ` 
Повторяя это дфйетв!е нфожолько разъ подъ рядь, мы быстро достиг- 
немъ весьыа большого приближеня. 

„Невозможно опредёлить въ общемъ вид, везависимо отъ вся- 
каго частнаго примъфра, степень быстроты, съ которо возрастают 
приближен; въ каждокь же отяфльномъ случаф легко составить 
представлен!е о степени этой быстроты, чтб мы и покажемъ на 


елфдующемъ прим. 
$ 264. Приложене.—Примфръ 1. Вернемся къ уравнению (8 259}: 


Редннай фе т=0; 


мы нашли, что одинъ изъ его корней съ точностью до 0,001 равенъ 
1,692; обозначая его черезъ 1.592.|-}, ялн, для сокращев]я, черевъ 
{«- №), при чемъ В будеть меньше 0,001, мы можемьъ написать: 


Тео хе-Ре-- ВР-Х"Ф=О, 
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откуда 
р Ра) _ т РФ #_ Ра) 
а) 12 РФ 128 2) 


Далфе, такъ какъ а злЪеь равно 1,692 и, слздовательно, коэффи- 
центы при 7 в 7 соотвфтетвенно меньще 3,2 и 1, то второй и 
трейй члены во второй части равенства соотвФтотвевко меяьше. 
9,0000032 и 0,000000001; отсюда заключаемъ, что 


(а 
‚2 
55 почностью до 4 миьмонныхь. А. такъ какъ по таблицф 8 260-го 
при 2==1,692=а 
ВЖ(а)=— 0000034312 

и, Кром того, 

РКа)=3а? —7==--1,588599, 
о 

__ 0,000084112 


А тавяеор” = 0,00002147$. 


Полученный результать показвываеть, что значене 221,692 было 
точно не только до 0,001, но даже до 0,0001, потому что четвертая 
цифра послв запятой воть нуль; сверхъ того, видно, что при 
4=1,6990 оптибка № меньше 0,000025, или, что одно и то же, 


1 
меньше р; слЬдовательно, полученное чиело отличается отъ 


истаннато меньше, чёиъ нь т, п вначенще г съ 8 цифрами посл® 


10" 
запятой есть 
#=1,6920 2147. 


Итакъ мы имбемъ новое приближенное значене того же корня, 
именно 


1,6990 2147 =5; 


обовначая тачное его значен черезъ 


1,6920 АА =Ь-НЫ, 


мы можемъ написать: 


и ООО 
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откуда 
о № 28 РО 
РН ТРО 15380. 


А. такъ какъ № меныше т то и? мевьше я; иром$ того, коэф- 
фищеять при немъ меньше 3,2; далфе, # меньше =, а коэд)- 
фищентъ при немъ мевыше единицы, поэтому, привявъ 
_ 

2) › 


= 


мы сдблаемъ ошибку порядка =. Этого примфра достаточно, 


чтобы показать, съ какою быетротою возрастаютъ приближевня и 
какъ въ каждомъ случаз оцфнить ихъ степень. 


$ 266, Примфръ И.—Дано урознене: 
Иш=т— 2 5=0, 
Первая произзодная будетъ 
Шеф 9 
и, слбдовательно, поправка 


__ Р _8 
и” вв 


#= 


Первое приближене.— Нелосредственно находимъ, что веществен- 
ный корень уравнен!я содержится между 2,0 и 2,1; поэтому, пода- 
гавмъ а==2,1 и исходимъ изъ этого эначен!я, чтобы найти корень 
= съ бёльшею точностью, Подставляя 91 вмфото х въ Функц: 
(2) и №2), получаемъ: 


Ра) ==0,001, 
Е@=и,93; 


значить, 


бов 
1598 


=. ==--0,00543 


и, сявдовательно, 


2,095. 
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Второе приближене. — Исходя изъ этого поваго приближеннаго 
значения корняу мм составляемь сначала: 


откуда 


в=Ь--#,=2,094552. 


Такъ какъ А, мевьше т и изъ тент при № и #3 пер- 
1 
вый приблизительно равен ув второй 1, то отсюда слЕдуетъ, 


что новое энален!в х будеть еъ ошибкою мене тя. 

Третье приближене. — Полагавыъ теперь х===2,094552; такЪ 
какъ ошибка при этомт, эначени, равномъ с, меньше т в, кромБ 
того, козффищенты при #,°и 1,3 остаются почти тф же самые, то 


мы можемъ принять за степень приближен! я д. Составляемъ 


сначала: 
#2=4,387148 080704, 
01==9,189109 786734, 
откуда 
Е(в)= 0,000005 186734, 
Е\= И 614аа 242112, 
2) 0,000005_ 786734 
в, о) тета... 0,000000 518458 
и 


й=е--1,=2,094551 481542 


1 
107. 
Четвертое приближене. — Чтобы достагвуть, еще большаго прибли- 
женя, полатаемт: 


съ точностью до 


2=49==2,094561 481542; 


составляемъ степени 2, или, что одно и то же, степени @: 


— 241 — 


2 == 4,387145 909829 787166 697764. 
1 —=9,189102 963080 354709 507339; 


олЬдовательно, 
17(а)——49,000000 000003 645230 492661, 
Р\а= 11181437 126489 З618... 


Отсюда значенше /, будеть: 


в, =— 24. 0000 000 бабе + 
= ва = пивы 7261 


ИЛА 
й, =— 0000000 000000 396591 482386 ...: 


поэтому, за новое значене х надо принять 
‚=: 9,094551 481542 326591 432356, 


точное до =. Новое вычислеше дало бы корень съ точностью 


№ це 

$ 266, Графическое предетавлеше метода Ньютона, — Только-что 
изложенный методь приближев)и весьма просто можеть быть пред- 
ставленъ графически; мы должны, какъ намъ кажется, указать 
здБев на этоть прремъ, хотя онъ требуетъ нфкоторыхь понят изъ 
зяалитической геометрии. 

Разыскане вещественвыхь корней уравнения: /(2)==0 сводится 
кь разысканию точек, вх поторыхь кривая; 


У=/ 2) 
первсфкаеть 006 х-овъ, Обозначаемъ ‘нерезт, а приближенное зна- 
чен!е корня и черезь Ха) соотвБтотвенное значен у; тогда урав» 
неве касательной ит. кривой: у==/(2) въ точкЪ, координаты которой 
сутьаи Ка), будеты 


у—Га=Р@е—а). 
Эта касательная порвобкаеть 006 х-овъ въ точёв, для которой 
вбецисса 2, очевидно, есть 
а 


28 — та, 


м. п. ПОРОЖЖОВЬ, АЛНЛРА, 16 
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т.-6. какъ разъ то значене, какое получается по методу Ньютона. 
Поэтому, моходь Ныотона равносиленъ слёдующему построению: 

Жоли точка Р обовначаеть 
приближенное положене точки 0, 
въ которой кривая перееВкаеть 
065 2-овъ, то, чтобы получить 
еще бол%е близкое къ истинному 
положен!е искомой точки, ведем 
вЪ той точкВ М кривой, для ко- 
2 . торой Р служить проекщею, ка- 

ы т Р сательную МТ; точка Г будетъ, 
вообще, значительно ближе точки Р кт искомому пересвченю. По- 
вторивЪ то же самос построейе, получимъ новую точку 1", еще 
боле близкую къ точкВ пересфчетя, чфыъ предыдущая, ит. д. 

Однако, можеть случиться, что, прилатая методь Ньютона, мы 
нолучимь мене приближенное значене корня, чёмъ то, которое 
уже имфли; сл6довательно, чтобы дЪйствовать съ увёренностью, 
весьма важно обетавить этоть методъ нФкоторыми неизбВжвыми 
иредосторожностями. 

$ 267. Случаи, каше могутъ представиться при приложени иетода 
Ньютона. —Предиоложимь, что мы нашли два Числа: и (а<Ь), 
между которыми содержится одинъ изъ корней уравнения: {(2) =0, 
и притомъ только одинъ; вназить, /(а) и /(6) противоположны по 
знаку. Кром того предположимь, что эти два Числа, ви Ь, на- 
стольно сближены между собою, что (я) и (2) не азывияются но 
энаку при изыфнени х отъ а доф. Такь какъ {'(2) сохранявть свой 
знакъ, то /(2) или постоянно возрастаетъ, или постоянно убываеть; 
я такъ какъ /"(2) тавже сохраняеть свой внакъ, то и {'(2) или 
постоянно возрастаеть, или постоянно убываетъ. Другими словами, 
орданата кривой: у=/(=) или постоянно увеличилается, или поето- 
янно уменьшается; и уголь, который касятельная составляеть еъ 
0650 4-08Ъ, изм няется также воегда въ одиомъ и томъ же напра- 
влен!. 

Итакъ, могуть представиться четыре случая. Жели {(а) > 0, то 
#6) < 0; слвдовательно, /() уменьшается и /2) постоянно отри- 
цатедьна. Кривая принимаеть въ эхомъ ‘случа или такой видъ, 
какъ на Черт. 1, если /(х) постоянно положительна, или же та- 
вой видъ, какъ на Черт, 2, всли /*(2) постоянно отрицательна. 

Наоборогь, если {(а) отрицательна, то {(5)> 0; слбдовательно, 


м 
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['(@&) постоянно положительна. Кривая пранимаеть въ этому случай 
ини такой видъ, какъ ча Черт. 3, вели (2) положительна, или же 
такой видъ, какъ из Черт. 4, если /"() отрицательна. 


Черт. 3. Чери. 4. 


8 268. Способъ производить дЪФистья съ увфреннастью получить 
большее приблимене.—ослё предыдущихь замфчанй очевидно, что 
для нолучен!я навфрное болфе приближеннато значеня для неиз- 
вЪетной и, чВмь одинъ изъ предфловт, « или &, между которыми 
она содерживюя, нужно въ первомъ случа (Чорт. 1) провести ка- 
сательную въ точ А, соотв тотпующей низлему предфяу а, т.-е. 
положить да) 

а 
а ра) в 
во второмгь случа (Черт. 2) нужно провести кавбательнуто вт, толк В, 
соотв тствующей выешему предфлу 6, т,-е. положить 


ви. е 


чотно такъ же формулу (2) ивдо приложить въ третьемъ случаЪ 
(Черт. 3), & формулу (1)—въ четвертомъ (Черт. 4), 

Кром того, замбчаемь, что зъ первомъ и четвертомь случаяхъ, 
тд должна быть приложена формула (1), Ё() и /'"(а) одного зножа, 
& [{6) и /'{5) противоположных зваковъ; во втором же и третьемъ 

18* 
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сиучаяхь, гдф должна быть приложена формула (2), 6) и ['\®) 
также одного знака, а Ка} и /(а) нротивоположныхь знаковь, 
Отсюда выводямь сиБдующез общее правало: 

Кода изонотны ди предъли, @ и В, между которыми лежить 
чнозько одинъ изъ корней уравненя: Г(®)==0 и изь которыть казюдый 
дваястоя тикимь образом прибанжюенныма значещемь, и если оба, эти 
предьлв настолько сблиаюены между собою, что (т) и (9) при изии,- 
ненёи а от @ до В не моууть измьишетыя по знаку, то берется формула: 


8 


х= Абу 
зд подь 2 надо нодразумтвать зпоть изъ деуть предъловь, при коно- 
ромь (8) в Г) одного знака. 

Розулитенть будеть болье прибмьженнымь знаметемь даж, чьмь 
подставленный въ формулу предьль, Подставляя найденное значенюе 
8% ту же самую формуму, золучимь още болте приблиосенное зна- 
чене, и т. д, 

$ 269. Совифетное употреблеве метода Ньютона и метода про- 
порцюнальныхь частей, —Не трудно замфтить, что методъ пропор- 
цючальныхь частей (8 261) даль бы приближенное зэначен{е для 2, 
равное ОК, гдё ХК есть точка пересбчейя хорды АВ съ 0вью 
х-овъ. Въ самомъ дБ, на каждомъ ивъ четырохь предыдущихь 
чертежей 

&=0ОР--РЕ, п «=09— ОЕ, 
или 
#-=е--РК, и х=5-— 9; 


на тбхь же черхежахь видимъ, что 


РЕ-РОХ древа, ЧК= РУХ ло, 


Те. что приращена: РЕ и ФК пропоршональны измфненяыъ 
ординаль, 

ЕромВ того замфчаемъ, что если методъ Ньютона даеть вначен! 
дяя 2 меньшев истиннаго, то методъ пропорпюнальныхь частей 
давть значен!е большее истиннаго, и образино. Слвдовалельно, точное 
значен!е х содержитея между этими двумя вначешнмя, и допус- 
каемая при этомь ошибка, очевидно, меньше ихъ разности, 
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КОНСПЕКТ. 


$ 253. Кая пужно выполнихь иредварительныя дЁЙствы, чтобы рАмнитв, 
численпое уразпен!0,—8 254. Подстановка илыхь послдовательныхть чисел. — 
$ 265. Выборт промежутковт, въ которыхт должиы быть производимы ковыя 
подсталювки,—8 256, Георома, дающая предель отетупдени, вая можеть 
представить кривая, употребляемая ири розысканиг корней.—8 257. Поста 
новый чиесль, изифииющихел равнохёрно на одиу деолтую.-8 258. Упролюие 
вычиезец въ томь случа, когда ураписто —тротьей стенени.—5 259. При- 
хожеше въ приыЧру. Вычиолеше корией съ точиостью до 0,1.—8 260. Вычис- 
лего от, точностью до 0,01.—8 261. Употреблене пропорциг, сходной ев тою, 
которою пользуютея зь теорш логариеновь.—$ 262, Примфрь уравиени, въ 
которому прилатаются съ трудомв предмдунии правиза.—8 263. Методь Шью- 
тоны. 88 264 и 265. Крилощения къ двуих врныуром».—8 266. Графическое 
продотаваеше метода Цьющона. 88 267 и 268. Понравве кр мегоду, дающая 
зозможноеть производить двиогви съ увтрениестью получить ббльшее прибли- 
жене. —$ 269, Совмфетнос употреблене метода Ньютона и метода пропор- 
пюпальныхь частей, 


УПРАЖНЕН 1Я. 


Т. Опредфлить воществепный корень уратпешя: 
#—ж—6=0, 
Отра 


2.09455, 
М. Олредфлить воществевпый корень уравпенИя: 
28—55 —3=0. 


Отва 
#—2,4908. 


Ш, Опредфлизь волцествелные корни уравиешя: 
2—2 — 13271 4 8947 — 202 --4=0, 


Отв: 


2=— 400817. 
ТУ. Опредвлита  вощеотвеллые корни уравненыа 
2—8 — 65-9 =0. 


Отв 
" щ.-=В5М, №-=8Б5М, из 8.0488, 
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У. Опрюдфлить вещеетвонимо коряи уравнсиаз 


=0. 


-- 8 


Отв 


4, = 288879, и, 5,7039, ху == — 0.12509. 


й 


У1. Разафлитт, полусфору радгуса 1 на дв равповелиюх части илоокостыо, 
израляеньнов» основанно. 

Оболначая ченезь 2 разетолще параллельной идоскости оть центра, из- 
ходпи: 


я —3.1=0. 


ТЛАВА ЧЕХВЕРГАЯ. 


Ришон трансцендентных уравиенйй, 


$ 270. ЦЬль этой главы.—Мы ограничимся въ этой глав разби- 
ромъ нфкоторыхь транспендентныхь уравненй, ветрфчалощихся въ 
прикладной математикЪ; на, нихъ мы сполна изложимъ тВ методы, 
къ которымъ намболбе часто прибфгають математики для резня 
лакихъ уравнений. 


1. ЦЬВЛОЖЕЕЕ ТЕОРИ РАЗНОСТЕЙ КЪ РУШЕНИО ТРАБОЦЕНЯЕНТАЬЯ, 
УРАВНЕЕ!Й. 


$ 27. Методъ рышеня.—Методъ, который мы виже пригагавмт 
иъ двумь прамфрамъ, употребляется очень часто; овъ заключается 
въ подотановкВ въ данное уравнев!е равномёряо измБЕяющихся 
чисель, совершенно такъ же, какъ и въ случаВ элгебраическаго 
уравнеея, Корда найдены двф подетановки, лаюция въ первой 
части результаты съ противоположными звакама, то заключаемтъ, 
что существуетъ ‘один’ корень между соотвфтотвенными значе- 
шями 2; въ этомъь промежуткВ подставляемю болёе сближенныя 
между собою числа, благодаря чему искомый корень можеть быть 
сжать между двумя новыми, боле тБеными, предлами. Посл$ 
этого разсматриняемъ таблицу, содержащую: 1) значеня, прида- 
вабмыя неязвфотной, 2) соотвйтственныя оначеня первой частя 
уравнешя, 3) разности ризличныхь порядковЪ. Вели случится, что 
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разности иЪкоторахо порядка, напр. третьято, пезначительны, то 
допускаемь, что наша функшя можеть быть замфнена въ разбый- 
тривнемомъ промежуткв, безь чувотвьтельной погрйииноети, алте- 
браическою фунищею (второй стененн, если разность третьяго по’ 
рядка принята за нуль). Эту посяфднюю находвмь по леори 
ивтерполировавя и подетавляем» ев въ первую часть даннаго урав- 
незя; тогда вех задача сведетея къ рётенио уравнев второй 
степени, 

Если разности уже второго порядка незначительны, то задан- 
ное уравнен!е приведется къ уравненйо первой степени, а самый 
методъ перейдеть въ употреблене пропорщюнальныхь пастей, ко- 
торыми польвуются, между прочимъ, въ вычислешяхь съ логарие- 
мическими таблицами, 


$ 272. Принфръ 1.-—Дако уравиевв: 
Ре ==5 284, 


ветрьченощееся въ метанить при изучение арьзной лин 


Мы видямъ, что это уравнен! но измёняется при измфневи =, 
на (—4); олфдовательно, каждому кор- р 
ню соотвтствуеть, другой, ему рав- 
ный, во съ противоположным зна- | 
хонъ. Чтобы лучше ивучить это урав- 
ненйв, полагаемъ: 


ужи и у=5,2845; 


тогда у насъ будуть уравнешя двухъ 
лин, абецисвы точежь пересфченя 
которыхь будуть корнями давнаго 8 
уравпеня. Первая изъ этихь двухъ 
лин АЛ’ веть трансцендентная кривая, состолщая только изъ 
одной безконечной вфяви, идущей въ двухъ протиреположныхь 
направленяхь. Эта в®твь, имбющая асимитотани логариемическя 
лини: 
&=]юбу и — *=Ю8у, 


проходить черезъ начало координать, которое въ то же время веть 
ея певтръ, Вторая изъ двухъ лай ПШ’ предогавяяеть прямую, 
также проходящую черезъ начало, Такт нанъ 0% лиши проходять 
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черьзъь начало, то уравневе удовлетворяется при х==0; кром® того, 
видно, что он имать только одно лересбчен!е ео стороны положи 
тельных 2-овы слбдовалельно, уравнене имфеть одпыф положи- 
тельный корень, который мы теперь и опредёлимъ. 

Сначала переписываемъ уравнене вт) видф: 


и затВиъ отыскиваемъ значеня, которын принимаетт эта функщя 
при дёлыхъ эначеняхъ перемфнной х. Находимъ: 


#0,  @=Ь 2-=1, о 
=1 089118, — 5720,16, 
=, — 0=1,889,  в-®=0435, 
=}, — 000,086,  в`*=0,050,  щ=--4184. 


Итакъ, корень содержится между 2 и 3. 
Отыскивая теперь значеня и, соотв тетвуюция 2=2,5, х—= 2,0, 
&=21,..., пишемъ: 


= 


‚ и=-0,5447; 


слбдовательно, кореяь содержится между 2,6 и 8,7, 

Для этоть промежуток на десять равпыхь частей я вычисляя 
промежуточныя значеня и съ ихь разностями, мы составимъ слф- 
дующую таблацу: 

х | Е [ Аи | Аи 
2,64 | —0,00702 { 8871! 140 
2,65 | --0,08079 | 9011] 142 
2,66 | --0,11090 | 9153] 145 
2,67] --0,26248 9298 145 


2,68 | -{-0,36541 | 0448) 
2,69 | --0,44984 | 


Такъ какъ разности второго порядка весьма мало различаются между 
вобою, то фукцНо и„ взятую ивжду х=2,64 и х=2,65, можно 
равематривать, какъ алгебраическую функцио второй степени; при- 
ложимъ къ ней формулу интерполированя Ньютона: 
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п --*, 1 
мы, АА. 


въ которой должно положить: 


щ=2,04; =0,0 
Ак, 0,0871; Аи 


№ ==— 0,0072; 
‚00140, 


Разность (и— 2.) веть поправка къ приближенному значенио % и, 
эначитт, Ри будеть числомъ сотыхъ долей этой поправки. Итакъ, 
называя черезь 2 число сотыхъ долей, какое должно прибавить 
къ 2,64, чтобы получить корень, можемъ написатьт 


ищо --А о Ана; 


® такъ какъ зи, Должно ревнятьен нулко, то отеодя выводимъ: 


и, 25-1) 6, 
и ТЯ и > 


== 


При рёшев!и этого уравнев1я второй стелени пользуемся тёыъ, 
что я очень мало, и отбрасываемъ рторой членъ во второй чаети, 
т.е. принимасит за первое приближане 


0,0892197. 


Далфе, замфняя 2 этимъ вначенюмь во второй чаети уравне- 
ня (1), находимъ боле точное рышене: 


—0,089921. 


Слвдовательно, значене х есть: 
#====2,64089921. 
$ 273. Примфръь Н.--Рьшить ураввене: 
авия=еН(# — 4), (1) 
аамлыющев большое замене въ вычислониь планотныть орбиить. Пусть 


будеть дано: 
10ва==0,599 7589, 


{=18940'5",01. 
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Гакъ какъ наши обычныя таблицы содержать нё самыя вна- 
увы} натуральныхь синусозъ, а ихъ логариемы, то мы возьмем, 
обыквовенвые логариемы охъ обфахъ частей уравнегя, тб, впро- 
чемь, значительно упростить все вычислене. "Тогда уравнене 
иромета, видъ: 


1ота-- 4 1юбзшя= 08 31(- -а), 
или 
4, =1ова-- Човзие— юнш( в п)==0. (2) 
Члобы получить первое приближенное значене 2, полагавыъ 


сначала: 
а=9=13940'6",01, 


откуда 
410 12=8,4936 
106а=0,5998 
Доп. ювзи(я —4)--10 =е5 
Так, и: 


итакъ, 


Изъ этого быстраго уменьшевя фувкии и, мы можемъ съ дф 
которою пброятностью заключить, что 2==14° есть весьма прибли- 
зкенное зналоше одного ивъ корней уравнен!я. Въ самомъ дЁл®, 
вепосредетвевяыя подетановки дають: 


2==1420', и,= 
2=14980', в, 
==14940', 


4-0,1096, 
40,0822, 
— 0,0271, 


откуда видно, что корень содержится между 14°30’ и 14040'. 
Для этоть промежутохь на дв® равныя части, находимъ: 


при #=1435' „,==--0,0005; 
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сл®довательво, корень заключиется между 14785’ и 14740’ и ложить 
весьма близко къ первому изъ этихъ, двухъ чиеель, ^ 

Чтобы получить болёе приближенное значене м, пщемъ съ 
7 цифрами послф запятой значешя фувкош и„ соотвтетвуюция 
значетямиь 2, взязымъ через каждыя десять секувд®, начиная 
еъ х—14935', для этого пищемъ слфдующую эаблииу по послёдо- 
пательным разностямъ: 


| р р Ан ; Аи 


Ня --0,00048101 -0,0009994 | -- 0,0000040 
14'35'10"' 0,0005054: —0,0009584: - 0,0000040 
124035'20', --0,0014938, -0,0009844 | — 0,0000039 
14935'30" | —0,0024782 | --0,0009805 


14285140" | —0,0034587 | } 


Отсюда видно, что для значешй х, идущихъ вт, ариометической про- 
гресыи и доетаточно близкихь между собою, вторыя разности отЪ 
фувкщи «, почти раввы между соболо; сябдовытельно, первая часть 
даннаго уравнешя въ 7$хъ тфеныхъ ипредфлахъ, которые мы ва- 
мЪтили для нея вь этой таблицВ, можеть быть разематриваемя, 
какъ алгебралческая фуякщя второй степени. Поступая такъ же, 
ивкЪ и въ предыдущемъ случа, находимт: 


О=ш Нели, + #0 А; 


2 


подставляя сюда изъ послздией таблиды значеня но, Ан, и Ани 


чи =-#0,000 4870, 
А -==--0,000 9924, 
А -=--0,000 0040, 
получимт; 
0—=--4870----9924#-[-20(2" -— =), 
ИЛИ 


42— 497,2#--243,5 ==0; 


ивъ корней этого квадратнаго уравнен!я пыбиравмт меньшай (баль- 
ий превосходить 596), именно 


=0,4909207... 


При этомь вычислеви мы за единицу промежутка, принимали дугу 
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въ 10 секундъ, —поэтому поправка равна 4,009 и корень съ точ- 
ностью до тысячныхь долей секунды будеть: 


14086/4”,902. 


Повбрявмъ найденное значене: 


2—4=54/59". 892 
=1,401 07445 
Зювымя==8,604 2978 
10ва==0,599 7582 
Доп 1овзт( и —)—10=1,795 9440 — 
илакь, и; 


отеюда заключаемъ, что найденное значен!в точно, 

Уравнение (1), будучи трансцендентнымь, можеть пмфть кром® 
этого перваго вощественнаго корня одинъ или ифеколько другихь, 
или даже безчисленнов ихъ множество. Въ самомъ дёя%, продол- 
жая разыскаве корней, находамъ только еще при первомъ двяже- 
ви по окружности круга три другихь корвя: 


а, = 3002'08", 


2, ==187091'59/, 
2, =19354'1 8"; 


сверх» того, каждому изъ этихъь четырехь значен х соотвЁт- 
ствуеть бозчисленное множество другихь, положительныхь пля 
отрицательных», при чемъ вов они заключалотся эъ общемъ вы- 
ражени: 

&--ЬХ 3607, 


тд & какое-угодно, положительное иди отрицательное, иёлое число. 


|П. Рышнив ТРАИСЦЕНДЕВТНЫХЬ УРАВПЕБИЙ ПО МЕТОДУ ПОСАЗДОВА- 
ТЕЛЬНЫХЬ ПОХСТАЧОВОКЪ, 


$ 274. Методъ ‘посльдовательныхь подстановонъ. —— Этоть методь 
очень удобенъ во вовхь тёхъ случаяхь, гдф самое усмове задачи 
допускветь его примфнен!е, Вотъ тотъь принципъ, въ общеиъ вид, 
на которомъ онъ основавт, 


— 253 — 
Предположимъ, что уравнене приведено къ ввду: 


+(#) 


и пусть д обовначаеть найденное приближениое звачеще его корня; 
сл6довалельно, у наст, будеть приближениов равенство: 


чавышая это зночен!в черезь 5 и вводя его въ данное уравнень, 
находим»: 


#=90) 
также, называя это третье значен!е черезь ‹, находиитъ: 
#=0 =а. 


Рядь чисель: и, 6, 6, 4,.... юторый мы можем продолжить 
сколь-угодно далеко, иногда, весьма быстро приближается къ истич- 
ному значевно корня. 

^ Чтобы опредфлить степень этой сходимости, назовемъ через 
(«+ ) точное звачен! корня; тогда, 


а =+@е--,. 
А тавъ какъ дробь 
аа). 
й 


весьма мало отличается огь иройзводной $'(а), то обозначал эту 
дробь черезъ $'()-|-в, напишемъ: 


Фа = @)-- @-Ни, 
ара) Не) 1, 


откуда 

а-- — 9(а) (а); 
слёдовительни, принимая 9(а) за корень, мы двлавмь ошибку, раз- 
вую произведению #$(а) предыдущей ошибки № ва $“), вели не 
считать №, какъ очень малой величины, Отсюда зажшочаемь, что 
ошибка уменышается, если Фа) меньше 1; въ противномъ случа, 
нашь методь неприложям». 
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$ 275. Примфръ.-—_Опредблимъ ло этому мегоду веществевные 
корни уравневл: 


Очевидно, что это ураввене ве можеть ямфть отрицательныхь 
корней, потому что при отряцательномъ х радикаль вышель бы 
мнимымъ; итаюь, памт предстонть заняться разысканемъ только 
воложительныхь корней, Вычислене значительно упростятся, если 
мы позьмемъ обыкновенные логариомы отъ обёихть частей; тогда 
уравнен!е иреобравуется въ сл5дующее: ° 


1 юа--5,5178338 ... {1) 


и булеть какъ разъь того вида, къ которому можно приложить наш 
метод. 
Полагая 
у ну 1оба-|-6.5118238, 


мы получаемъ доб лиши, абециесы точекъ пересбчешя которыхъ 
суть корни даннаго уразнешя. Первая изъ нихь есть прямая, бие- 
<ектриса угла между прямоугольными 
ро осями; вторая--логаряомическая хин я, 
состоящан все из одной безконеч- 
ной вфтви, асимптотоо для которой 
служить 96ь у. Эти лиШи пересв- 
каютея въ двухь точкахъ, изъ кото- 
рыхь одна’ лежить весьма близко къ 
началу координатъ, & абоцисса другой 
| ваюночается между 5 в 6. Других то- 
зекъ пересфчея нфть и, влФдова- 
тельно, уравнене имфеть только два 
положительныхь корня, 

Чакъ какь знамен иввфетнаго члена въ ураввенши (1) близко 
КЪ 6, то полагаемь сиврва х==6 и подетавляемъ это зиачеше во 
втарую пасть уравнеея (1); тогда получатся бол приблаженное 
значев!6 для х, именно 


2=1060--5,6118=5,9069, 


— 255 — 
Подетавляя это второе значене 2 въ уравнеле (1), паходныт: 
{085,095 8238 =5,10 5036. 


Третья такая же подотановка дастъ; 


= 045,903 БОЗЕ--Е 


„517 8285 =8 903 3787: 


затВыъ, 
== 105,003 3787-|-5,517 5938 ==8908 3741; 
далфе, 
=24-1085,008 374 1-|-5,517 8988, 
ид 


д-=5,803 3740, 


Послёдий результать получень съ еемью точными цифрами послВ 
заозгтой; въ самомъ дея, 
№Юи==045,908 8740=9.771 1004 
86 5508 
5,517 8288, 


окуда Зови бин... 525,08 3940, 


Обищя разсужденыя, ивложенныя въ предыдущемъ параграфВ, 
въ примфнен!и къ данному примфру даютъ: 


+) = т 052-|-5,5178038, 

91 2, 

и такъ какъ д почти равно 6, то это значев1е $“) весъма мало 

отличается отъ а отсюда завиочаемт, что каждое изъ получен- 

ныхь значени почти въ двадцать раз приближение предыдущаго. 
Намъ еще обтавтся вычислить второй корень уравнешя: 


#-—- Нобх—5,5178938 0, {1 


— 956 — 


содержащйся между би 1, Замфчая, что’ х есть весьма малая 
„дробь, отбрасываемъ первый членъ въ уравнени; въ такомь слу- 
ча6 оно ластъ: 


Лови БДТ 8238, 
№юх=--11035 6476 
= 12,964 3594, 
откуда х—=0,00000 00000 09211 97 


съ семнадцатью точными цифрами посл ияпятой, 


1. Рэшеше ТРАНСЦЕНДЕНТПЫХЬ УРАВНЕНИ ПО МЕТОДУ Ныотона. 


8 276. Изложене метода. — Методъь Ньютона прилагается без 
изыфнешя къ разыскаайю корней трансцендентнаго урапнен1я, лить 
бы только звать всяк разъ первое приближенное значене. Въ са- 
момъ дЪлВ, пусть будетъ дано уравевн1е: 


Р(а)=0 


й пусть а будеть приближеннымъ значешемъь корня; точное его 
значек мы обовначимь черезъ (а--й); тогда 


Ре) =0. 


Дал, такъ какъ отношене 


Ка) 6) 
и ) 


15 своему значенио близко кл, а), то 


2 -- ето — = Рае, 


ГДф = обозначаеть весьма малое число, в отсюда, заыВчая, что 
Р(а-- №) ==0, выводимъ: 
=. 2 @ 
ОВ 
)_ 


ча) ЗСТЬ приближенное значение #. 


сиЗдовательно, — 


— 957 — 
8 277. Примбръ 1.—Даво уравнен!е: 
ат— 0, 


Сначала подотавляемь на место перембнной х натуральныя 
числа; находиугь: 


О, Пат, 91, ВНЕ УТ, 44—96. 


Отсюда, заключаемъ, что наше уравнене иметь только одинъ ве- 
ществевный корень и что этоть корень содержатся между 3 и 4. 
Вычиелен!е значительно упроститея, если мы выфето того, чтобы 
рЬшать уравнене въ заданномъ водЪ, возьмемъ обыкновенные ло- 
тариемы отъ обфихъ ево частей; тогда будетт: 


аюпт=2. 
Такимъ образомт, 
1) = овт 9, 
откуда 
Е) = юва-Н1№ве, 


ГДБ в обозначаеть основане неперовыхт логариемовъ. Эти значе- 
я РЁ) и Е"), будути подетавяепы въ обмуто формулу, выра 
жыощую попразку по методу Ньютона, дадут для }: 

2) 


В=6ув 


. 21088—8 _ 9 210бх 
7 юва-юве Юве 


Первое приближеше.—Выше мы нашли, что значен!е 2 водержитен 
между 8 н 4. Полагаемь сначала 2=3,5 и вычисцяемъ съ 3 циф- 
рами посд% запятой: 


д=8,5 195 = 0,434 
Юве = 0,544 Ед 0544_ 
эоба == 1,904 1ю8е- Нова =0, 
2—0 = 0,096; 

иИТаТеЬ, р 

+ _—_ 0098 

== дата =0.098 
и приближенное значене х будеть: 

&=3,598. 


м, в, ПИРОЖЖЦОВТ, АЛГИВГА, и 


Второе приближене. — Пишемъ; 


#=3,598 1ове== 0,484 2945 
108 556 0612 1024 0612 
аня 00 7088 топе 0х ==0,990 8557; 
адове—2 =0,000 7089; 
иИтТавЪ, 
= 010 1 = 000071 60966 


— 0,990 8597 —^ 


и, следовательно, 


=3,518 —0,00071 510 == 
‚597 2849, 


Третье приблинене.—“'оперь, чтобы имфть еще болфе приближев- 
ние значеве 2, полагаезь 


3.597285; 


въ такомф случай 


1064 =0,55594 04378 105% — 0,55594 04878 
ах = 1.99909 997677 0,4429 44819 — 
210=—2=0,00000 009893 0,98058 49197, 


откуда 


002828 


в значене 2, съ десятью точными цифрами посл запятой, будеть: 
#=1,19728 50285. 
$ 278. Приифрь И.—Тёшить уравнен!е: 


ж— ета, 


тд 

е==0,245 31615, 
а, валит, 108е=1,889 7262 
и &=829044'97", (56. 


Это уравнене. вотрьчается въ учении объ эллитипическомь Чит 
эюани планете при разысканам положения свляпила оз ео оубить въ 
Фанное время. 


Прежде чбыь перейти къ рышенио этого уравнены, покажемт,, 
камеь выразить въ градусахь дугу круга, лыраженную въ частяхъ 
радтуев, и обратно, Извфетно, что при рамусв==1 полуокружеость 
круга, или 1807, равна 


п-=3,14159 26535 89793 25546...: 


поэтому, дуга, равная радуву, булеть 


1807 


1 510,29577 95130 82591... = 


7017144'',800247...=206264'.З06мТт... 


Итакъ. нужно умножить па это тогаьднее число длину думь 
данной въ чавтяжа раб уса» знобя выразить ее въ объчной дурь дал 
дуть; обрзино, дьъля чисзо секундь, содерлевитиися въ-дуь крув, на 
206264,306247 ..., золумемь сл длину 5 честлеь ри уса. 

Напр., желая выразпть въ частахъь рамуса дугу круга 
&=329244'97",66, пишемь: 


#=1186067/!,66 
1084 =6,074 4756 


значить дуга въ 329044'27",66 приблизительно равна 5% радуса. 


Иногда это правило обращеня даютъ въ другомъ видф, хотя 
по существу оно остается тВыъ же самымъ. Обовяачяемъ черезъ я 
длину дуги въ частях ралтуса, и черевт, а’ чнело секундь, водер- 
жащихея въ ней; всли мы равдёлихъ я на длану дуги въ одну 
секунду, выраженную въ частяхь радфуса, то, очевидно, въ част- 


=’. Зная же, что дуга 


а 
ато" 


т 
въ одну секунду отпячнется отъ своего синуса мене, чёи% на (т, 


вомъ получимь а’. Таким образов - 


мы можемъ написать; 


= 


= и а=а' 51 т. 
вт ы 


17% 


— 260 — 


Ичакъ, зиобы обрелиинь въ секунды дузу, пяразжениую вв чистадаль 
радуеа, нужно ваздтииить ся длину на зт 1”; и обретно, чтобы ви- 
разать в частяль радёуса душу, вычиеленную в5 радусажь, минутать 
36 сепундить нупено се сначала обратить в сенунды, а затлимь унид- 
зенит резуль на вт1", 

Понятно, что логариемъ 51" ваходитея по таблицамт, на пер- 

. вой же страниц%. 

Теперь можно приступить къ рёшенйо заданнаго уравнея. 
Сяачала опредфляемъ квадравтъ круга, въ которомт находится 
дуга 2, и для этого подставляемъ вмЪсто х въ выражен: 


а = 


— 31а —5,7155067 


личейныя значеня 0, 90°, 180°, 2708, 3609; находимъ: 


#00 авту=0 Еш)==—65,15 / . 
290 =. еыща==0,25 Е(а)==—4,43... 
#=180°=к ЕЯ 0 Ре=-й... 
д—270° в евта=—045  Е=-—019... 
#=860°—=2= ЕЗШа=Е0 Ешф=-0,58... 


Отеюда видно, что дуга ® содержится между 270° и 360°, что, 
впрочем, легко было предвидьть; и такъ какъ сивусь ея отрица- 
телент, то сама она меньше а-=829544/27”,66. 


Первое приблимене, при поиощи пропорщюнальныхъ частей.—Сперва, 
полатвемъ х-—820° и вычисляемъ соотьфтетвеннов значеше (2), 
злобы получить это выражен въ градусахь, мивутахъ и еекун- 
дахъ, умножимь, по правилу, члент’ езШьх на 206264,5..., или, 
910 одно и то же, раздвлимъ его на 511”; у насъ будеть: 


Зв 320 = — 51140° 
195 (—812) =1,8081 
108е=1,3897 


108206264—5,3144 
105 (—:зт=Х 206264") 54,5122; 


итак, 208264” Хиезшя=— 39625" ==— 90/5; 
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Далфа, 


значить, дуга въ 320’ мада, 
очао такъ же мы получили бы при х = 830° 


Еа=- 7712262327, 
а это показываеть, что дуга въ 330° велика; поэтому, корень уразв- 


нен!я содержитея между 320° и 3306, 
Тахь какъ разность этихъ двухъ значев!й: 


0320) —- 2648”, 
2330) == 26039” 
равна 28775”, для промежутка въ 10°, то мы можем принять ва 
прибдиженяое значев!о 5 
— 30002. 2598. — 320558 
&=320' Нов Ж10'—=320%53', 
Приложене метода Ньютона, — Пишлезмь: 
Ех) = # —е тя — 329%44'27",06, 
Е@®=1— =. 
Выбираемъ приближенвое значен!е х за отправную точку для ва- 
щихъ вычисленй. Пусть 
&-=320968' и х=а-Н № 
зъ такомъ случав 


р 2) э—е зщ — 829744'27',66 
С 156055 › 
1.799 9616 108 03#—1,888 7850 


11389 7262 105е—1.389 7202 
5,814 4251 ов(есова) = 1.870 5112 
4,504 1129 есиа2-=0190 8317 


— а ==81928/.67 Е 
=8062/8",07 


= —е60$9==0,809 06683. 
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Итактъ, 
&—320'58' 
— везти =--8°52'8",67 
—а==— 399544! 21". 
Значить, 


и, сл5довательно, 


х= 82053’ —44'"'. 48 =8320959/15',59 


въ точностью до сотыхъ долей секунды, 
Повфримт, полученный результату. Мы налили: 


#==820%5715",52; 


отСтодЯ, 
зп — 51 390744".48 
105(—912)--1.800 0767 
105в==1,389 7262 
102200264" — 5,314 4251 
108 (—е314}=4,504 2280. 
что даеть —вз1==31932",14=8°57712", 14, 
далёе, &—320°59'16',52 


8959/12',14 
— 329%44'21",66 


Реео, © 


Итакъ, мы видимъ, что методу Ньютона даль намъ, посредством 
только одной выкладки, точное звачен!е дури =. 


ТУ. РЬШЕНИЕ УРАВНЕНРТ; 1 = лу. 


Это уравнеме встрочавтся въ теоди топлония в вв твори ко- 
зебинй упрузизь тльло. 

$ 279. Общёя положеня.—1. 'Тажъ какл, уравнене не ивмфняется 
при ивизнени 2 на (--2), то, вначить, каждому корню соотвфт- 
ствуеть другой ему равный, но съ противоположным янакохх. 
Поэтому, мы займемся разысканеит только положительныхь корней. 
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2. При м положительному, тангенсъ тоже положителень, потому 
что (7— 162) должно выйти нулемт,; ивыми словами, дуги 2 окан- 
чиваются въ 1-омъ, въ 3-емЪ, въ 5-омЪ,.... каадрантё круга и 


дБ ях равво 


ихь значеня заключаются между на и («+ 8 
цолуокружафети круга, или, что одно и то же, 180%, а п какое- 
угодно цвлое и положительное число, 

3. Въ каждемь изъ этих квадрантовт, дуга х идетъ, уноличи- 


заясь, начиная съ тэн" Дь 2=(в 51) = тангенс увеличи- 


вается ненрерывво отъ нуля до безкомечноети; слфдовательно, въ 
КАЖДОМ изъ указавныхь квадразтовъ есть вещественный корепь 
я, притомъ, только одинъ; давнее же уравневе допускаеть без- 
числеяное множество положительныхь и отрицательныхт. корней. 

4. Уравнезе удовлетворяется при = == 0; поэтому, корень, соот- 
вЪтотвующИЙ первому квадранту, есть нуль. Для вефхъ же другихь 
значен!Й 2, ваключающихся въ порвомъ квадрант!, какъ извфетно, 
лаз > ах. 

5. Выражая я-ый коревь через 
мёчаемъ, что эта дуга в» ему, больше, чфыл, больше м. Въ еаюмъ 
ДЬлЪ, пусть #* Га, будетъ рышенемь, соотвтетвующеме числу 
п’, выстему, чВыъ я; тогда 


{и=-На,), ГВ меньше = за- 


але ия -- в) == арб, = -На,, 
Чаща (ета, = Иван, 


но такъ какъ и’ больше и, то разность я’т-Р а», — и — а», равная 
(’— пу, — вы, положительна, потому что (и’— в)я не меньше л; 
ипаче говоря, (и'х -|-- а„} превышшаеть (ят--ч,), т.-в, (апра„, больше 
1апео,; слдовательно, «„, больше а, что и требовалось показаль. 

6. Если приближенное значен!е корня больше нотиннаго, то 
дуга. меньше тангеноа, и чаобороть: дуга больше тантенеа, есхи 
ириближенное значете х меньше  истиннаго. ДЪйствительно, 
въ каждомъ квадрантв (г пет) положительно, до тёхъь поръ 
пока зналеня, прадаваеныя 2х, ниже корня; это выражене дф- 
лавтоя отрипательнымь, какъ только значен!я, припявываемыя 2, 
превзойдуть кореяв. 

$ 280. Вычислене перваго корня.—Поел® этихь замфчаяЙ при- 
ступимъ къ опредфленио наименьшато изъ корней, оканчивающя- 
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гося въ третьемъ квадрант® круга, Изрфстно, что фар 180° ==0, 
Чада 2257 —=1 и Шиб 2707 = с0, и такь какъ 2 больше т, 10 


аге 257 > пав 2250, аге 270 < апв 210°; 


значить, дуга х заключается между 2255 и 270%. 

Ищемт теперь пинейныя значеня дугъ, заключающиехся между 
950” и 200%, и соотв тственньюгь имь тангенсовъ въ таблица, по- 
ыЗщеняой въ ковцё койги (эти значен:й часто весьма полезны}; 
находимъ: 


агс 250° 4,863, 1216250 == 747, 


8162570 =4,331, 
216268°— 4,503, {1152580 —4,705. 


Непосредственно видно, что искомая дуга содержится между 
2570 и 26580, или что значене т, выраженное въ частяхь радфуса, 
зоклочается между 4,485 и 4,503, Итакъ, ва первое приближенное 
значен!е примемь 


=4,508. 


Первое приближеше по методу Ньютона.—Такъ какъ первая про- 
изводная оть разсматриваемаго уравнен!я; 


Ее) =х-— ищев=0 

равна 
РИ 
6058 


Ра) =1— — борт, 


то поправка будеть слвдующая: 


Р(#) _ и вики 


В — — Ро илих 


Кромв чого, мы позагдемъ д =4,503, 
Въ тохонъ случав пишемъ: 


итакъ, 
098 _ 02% __ 
== -- луз = -— Вл == - 0,0091 


и прибляжениес значене 2 


а = 4,194, 


Второе приближене. — Полагаень 2, ==4,494 и вычполяемь съ 
семыю цифрами посл запятой. Чтобы выразить дугу х въ гралу- 
сахъ, вослольвуемея таблицею перехода, ваходящеюся въ табли- 
цахъ Каллета, на стр. 214, 215 и 91%. 


2 = 4494 
3,49065 850—500 


1.00884 150 
0,9483 т61-=5Т 


0,00850 383 


848 516—029 
0,00006 807 

6 781—14" 
0,00000 020=0",04; 


итакъ, 2;=257029/'14'',04. 


Отсюда выводимъ: 
юЮрапех, =0,853 7370, 
ириа, =4,505 956. 


о, 956 
2,077 5859 


Слёловательно, Чалвт, —2, 


(ие —2, 


откуда Ё =--0,000 58886, 


что давть новое приближенное значене 2, 
2,=4,498411. 


Такъ какъ д, было вычнелено съ точностью до тысячных, долей, 


то ошибка 2, будеть порядка, 
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Третье приближене.— Мы получили съ праближенемт до дк 
2. = пех, — 4,4934. 


Чтобы получить еще болфе пряближенное зналене х, мы положамъ 
не х,—=4,49341, а 


фабх, — 4,49341, 
что значительно облегчить вычислене. Мы уже нашли ($ 163); 
агссофате 4,49341 —0,21897 94968 94113; 
кромй того, мы имземъ: 


зкофалех == 27107 — гос 


но такъ какь 270" 


4,11288 89808 34610 
0,21897 94968 94113, 


1.49840 94834 90577 
4.49841, 


2 
и 270с0{а054,49341 


то 2, = ата 4,4081 
и 


откуда 9,0000 
халфе, Зап" т, = 20,19073 34. 
елфдоватехьно, 

ИЛИ 


№ ==—0,00000 00255 815... 


Немного выше им натшшии; 


2, =449340 94834 906, 
а потоку 
дат, | №,=54,498409 457909, 


съ точностью до 12 цифръ посл запятой; это число, переведенное 
въ градусы и части градуса, дееть: 


4, =25102719'', 931024. 
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По десятизначнымь таблидамь Улей» находстуь: 
{апдх, =4,4934 09458, 


что вполнф согласуется съ полученныхь результатомъ. 
$ 281. Общее рёшене предыдущаго уравнения. —У равнене; 


&— ипех 0 (1) 


зазБчательн” не только по той быстротВ, съ которою виредёляются 
воолн% ясно его корни, но и по той легкости, съ какою оно 
поддается общему р®шевио, сходному съ такимь же рёшенемь 
алгеброжческихь уравненй второй степени. Въ самомъ дёлф, до- 
статочно трехъ или четырехъ повлФдовательныхь подстановокт, 
чтобы получить общее выражен для воъхъ этихъ корней ст, боль- 
пою точностью. Мы уже вывели ($ 279), что я-ый корень меньше 
(++ зе, или, что то же самое, мельше (2-1) <. Пеотому подл- 


таемт: 


здВеь 0 обозначаеть разстояв!е кояца ДУГИ = до конца квадрантя, 
въ котором» х оканчивается. ДалВе, мы можем написать; 


Чалба аи [@» +) 2 — 0 | = вид, 


откуда 
и: 
ППВ Чаи} 
по ланному же уравненио 
ие =; 
елБдовательно, 
(1160 = 1 
" 1 
{2-1} 5 =е-Рагоале. {2) 


А такь как меньше 1, то это послёднее выражеше можно раз- 


вернуть вт, слВдуюний рядъ: 


(ино та. 


— 208 —. 
откуда, обозвачая {2в-- 0 черезь а, получаем: 


(3) 


Изъ этого уравнея мы и выведемъ значене х въ фунащи отъ а. 
1 
Очбросимъ сначала всё члены, начиная съ =_, т.е. напящемъ: 


ш-=а; подетавляя это вначеше на мфето # во вторую часть урав- 
ненйя (3) и отбрасывая 8-ьи и выси!я степени, находим: 


Повая подотеновка, сь отбравываяемъ б-ыхъ и высшихъ степеней, 
Дасть: 
1 
АН 
(=) 


= (+в) -+з=а-Ъ За 


потому что пепосродствевно изъ дъяевя зытекаетъ: 


1 1 1 1 
т т-а+ аРв+... 
р 


Подставляя зто значен!е м во вторую часть уравневя (3), выпол- 
няя двлева и отбрасывая 7Т-ыя и выецИя степени, получаемь еще 
боле приближенное значен!е 


(<: =) "з(- Е 3). 


ТУТ 3 1 


а (ав) (ви) 


Наковець, ятобы получить новое пряближеле, замфняемь х этимъ 
послёднимъ аначенемь, ныполнявмъ двленя и отбрасывавмь 9-ыя 
и выеця степени; результать будет; 


1 
В, 
бай ит 


181 


В Зам - 


Новое вычислене дало бы 0-ой членъ ряда, равный. 


няя въ этой формул букпу а я звачешемъ (2 -|- 0% их черезъ 
314159 26.,., мы представимъ ве въ вид олфдующаго уравнен!я: 


з=(@.-1- Х 0.53661 07723 67581 — 


7 1 
Ж0,11200 81836 — Е Х 0,09008 596 — 
1 
= 0.05892 887 — ба» Ж 0,04255 5 
Чтобы имфть пепосредственно значен! 1-го, 2-го, 8-го,.., кория, 


стоитъ только подсталить во, место 2 соотв®тственно числа: 1, 2, 3,... 

По мёрф увеличешя числа » число членорь уменьшается ири 
одной и той зе степени точности и вначене х приводится къ пер- 
вому члену: 


в=(@ 17, 


когда хз обращается въ безконечность, Напр., чтобы получить 10-ый 
коревь съ семью цифрами нослё запятой, достаточно вычислить 
чегыре перзыхь члена; найдемъ: 


2и 121, 


21Ж90°—832,986 72236... (См, таблицы Каллета, стр. 214) 
— 0,080 81528 
—0,000 01857 
— 0,000 00002 

пля 2==32,956 8890, 
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Вычиелене еще боле упростится, если коэффищенты уразне- 
шя (4) выразить въ градусахь, минутахь и векувдахь, что про- 
ивводится весьма ировто по таблиц перехода Каллета, Тогда по- 


лучимъ: 
о Пи Зи 

= (2а-Г 1). 90° на 

_ 18603" лбай 8784" _ 

Фот бо @ 


(5) 


Чтобы вычислить по этой формулв Б-ый корень нашего уравне- 


ны, когда 
и=5, ж+1=И, 


достаточно вычислить четыре первыхъ члена я показать, что чет- 
вертый. членъ вияеть только на дроби секундъ. Получимь; 


11Ж90' — (11987'',48 4 26",66-|-0",19) 
1Х 30° — 11964",26 ° 
или #=11 Х 90° — #019'24" 16, 


а 


Приводамъ значеня одиннадцатая первыхъ корвей: 


90°— 90°, 
„= 3Ж90° — 12039'43"', 
„== 5Ж90°-—1029'32", 
7Ж 90} — 5914/92", 
ж= 9Ж90°— 40859", 
11Х 90° — 3019/24", 
2:=13Ж 908 — Э94ВеВТИ, 
2.—=15Ж 90° —2°26'5", 
22-17 Х 90° —- 208751", 
2,=19Х 90° — 1965'16", 
ж==21 Х 90° — 1944'17". 


КОНСПЕЕТЪ. 


$ 270. ЦЁль этой главы. —8 271. Кавт инилагаетея мотодь разностей, — 
$8 272 л 273. Примфры. 8 214. Въ чомь состоитьчметодь посд®довалельныхь, 
подетановокч.—$ 275. Примфрь.—8 276. Излолеш!о метода Ныотона.—. 88 277 
и 278. Примёри. —6 279. Общ положены, отпосяпияея въ рЫиенно урав- 
пен; х— шлрл—$ 280. Вичнелеше перваго кория.—8 281. Общее рёшеше 
уровнешя: х = шара: 
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УПРАЖНЕН1Я, 


1. Вь данномт, квлдраитй крул ВОЛ опредЪлизь дугу ВАЕ тан, чтобы 
секгорь ВСМ быдтбы равент, треугодепику 042.0, 
образоваиому радуеомт 02), косекачеемь Се и ь 
хотаптенсомь РЯ. 

Пуеть дут ВИ; составалоиь уравнеше; 


д ие я 
л паходниы: 
2—49'1786"55, 
соваивя = 0,860 3384. 


|. Найти оонторх ВСМ, равный подовний 
треугольника 04, образованного рабусомв СЗ, 
талкенеомт ВР и секвпеоли 04. 


'Уравиене: 
р аа. 


Ршеше: 
56746154",23, 


эр = шину 2.831120. 


Ш. Раздфнить полукругь АРЫВ ил дв равпопелищя части хорлою 124, 
проведепиою пот ковца демстра. 
За испавфотную принимаем уоль ИСР 


'Уравпеше: 
ф==0089. 
Рушене: 
49'90'47,25, 
Ф=5059 ==0,789 0851. 


ТУ. Ву, данпомь квадраатв круга ВСР пропесли нериспдинулярю МР къ 
радусу ОВ тант, чтобы ону, роздфлиау паощадь кзадриита ва дв равия 
части. 

Пусть дуга ВМ =; состаляиемт уравнене: 


= _ с 
3%-— = х, 
й 


Полагая 


иреобрязовываемт, это уравистие вт, сяфдующее: 


#=:е08, 


Рашеше такос же, кажъ и для упрамиевя 11. 
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У, Ошредфлить вектор, круга АСМ такт, чтобы хорда АЛЕ уаздфанла го 
на дир равповелив {я части, т.е. чтобы треугольник, АСМ быль бы равепь 
сегмииу А БЛЕ 

Цуеть дуга 42: 


#} составаяеми, уразнен?е: 


РЫповй: 
= 1089563*.76, 
041.895 4949. 


УТ. Пронести изъ дариой точки из окружпоети двф тя хорды, АЛЁ п 
‚АМ, этобы ов раздфанан площадь круга ла три рапаыи части. 
Пуеь ВОМ ‘оставляемт, уравнезце: 


ее =. 


,536267. 


Р“шеше; 


&==8094883".0 == 
УЕ Ву киздраитл ВОО опредфаыть лугу ВМ ток, чтобы оиа фаоиллась, 
хордф ВМ, продояженной до точни 2. 
Уравиене: 
& 
в -5=1. 


2 
д — 84"53'38".83 — 1.481682. 


Риисе: 


УШ. Рынить уравнение: 


ни — 
р 2. — 0.05848868, 
сои еовина “ ы 
тдВ @ равно 83919'24",93, 
ти: 
д = ЗБ. 
ТХ, РАпиегь увавненгс: 
10° = 19.3299 Х =. 


Отв: 
2=1440364, 
Х. Рышить уравионе: 
= 11,6489] Х =. 
Отв: 
==4,88745. 


ХТ. Рышить уравнеще: 


шит... 
Отв: 
2=:3,844173675. 


Это уравнеше псярёчаотоя въ теори хогариемцяескихь спиралей п, во- 
обще, вт теор{н кривыхь, совиадающихь всфыи точками со своими разлертками. 
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ХИ. РАмнить уравченю: 


(ие) сх 22-0, 
Отв: 


,7300 4499. 
Это уравиеийс велруГчаетен въ сори цуинюй ии, 
ХИ. РАмиуть уравнон о: 


(62-4 6—*) с05х + 2=0. 
Отв 
2=18751 0402, 


ХУ. Рымити, уравненю: 


ще Аа. 


4 


2, =2.563 4349, 
2% ==0058 6701. 


"Те послбдиих" ураваени ветабчалсся пт теория упругихо, бал. 
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ПРИЛОЖЕНГЕ. 


Р%шен!е нёкоторыхь важныхь волросовъ. 


ГЛАВА ПЕРВАЯ. 


Разложен рапюпальныхь дробей, 


8 282. Цфль этой главы.—Еели оба члена дроби суть иВлые 
иногачяены относительно одной и той же буквы х, то мы пеегла 
съумфемъ, дёля чиелитель этой дроби на ея знаменатель до тВхъ поръ, 
пока возможно, предетавить ве въ видф суммы цфлаго многочлена 
отиосительно той же самой буквы и дроби, у которой етепевь чи- 
слителя меньше стопени знаменателя. Цфль настоящей главы— 
показать, как эта новая дробь сама можетъ быть разложена на 
друмя дроби, боле проетыя. При этомъ мы предположимъ, что у 
насъ рёщено уразнен{е, получаемов черезъ приравниван!е знаме- 
нателя нулю, и что намь извфотны ве его корни. Свержъ того, 
предположимь, что оба члена дроби не имфють ни одного общаго 
множителя, 


1. Случай НЕРАВНЫХЬ КОРНЕЙ, 
$ 283. Видъ дроби въ этомъ случа. —Пусть 


ИЕ] 
РЯ (1) 


будеть ращонельная дробь, "д /(2) обозначаеть многочлень отяо- 
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вательно д, степени низшей, чЗуъ 2(х), и пуеть в, В, с,..., Е 
будуть корнями уравненя: 


Е) ==0. 


Предиоложимь сначала, что нЪтъ между пнми равныхь, В+ 
такомь бслуча® пе трудно показать, что дробь (1) воегда можно 
представить въ видф: 


лв, б, к 

ао Та (9) 
тдф 4, В, С,..., К, Б поетоянныя величины. Для этого раземот- 
римъ Л, В, (,..., К, Б, какъ неопредфленные коэффимевты, и 


отыщемь ихъ значене; дахёе, докажемъ, что они, дфйствихольно, 
обращаютъ уравнене (2) въ тождество. 

Уразневе (2) по умножени обфихъ ето частей па №(х) при- 
меть виды: 


АР вг КЕ(& р й 
да ПРО о. РО. 


“Гакъ какъ равенство (3) должно быть тождествомь, то необходимо, 
чтобы оно удовлегворялось при значе яхь и=а, #==Ъ,..., = 
Похагаемь, напр, #==е в замфчаемь, что 2%) равна нулю и, 
слёдовательно, веф чдевы во второй части пропадаютъ, за исклю- 
чеемъ одного, который сокращается на (х—а); тогда 


поАЕА., 


^ при 2==4. Зная же, что 


ГДЬ |8 ыы есть значене частиаго : 
(а) =0; мы изъ формулы: 


пр Ри-- о-вов... 


выводимъ, что 


2 Ро Ри и -ь.. 


— а)"; 


18% 
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въ этомь равенствё при х==а 808 члены во второй части, кром% 
перваго, исчезнуть, такЪ 910 


Е») 
= 
и уравнене (3) перейдеть въ слздующее: 
Ка=аАР"@), 
откуло 
Ка) 
А= 7 * (4) 


Это вначене Д не равно вулю; въ самомъ дфлЪ, /(2)=0 не иметь 
обтдихь корней съ Е(к)=0 и, поэтому, Да) не обращается въ вуль. 
Оно также не обращается въ бевконечность, потому что Р(я)=0 
нв иметь равныхь корней. Такимъ же обравомъ найдемъ: 


И а_® _ № 
В о... =. 


Для онредфлея предыдущихь значен!й мы допустили возмож- 
ноеть разложеня (2) и возможность существован1я уравненя (3), 
вытекающего изъ этого равложени, Слёдовательно, необходимо 
докавать, что эти, очевидно, единотвенно зовмолныя значеня 
дествительно удовлетворяють требуемымьъ условамъ, Для этого 
разсуждавыъ такъ: а, 6,...,, 1 будуть корнями уравнения (3) 
при найденныхь вначешяхь коэффищентовъ, но такф какъ, по 
предположению, стенень функци /(<) ниже степени (д), иваче го- 
воря, вя степень не выше (1), то такая фунищя р корней мо- 
жеть имфть только въ томь случа, вели удовлетворяется тожде- 
ственно; итакъ, найдевныя значеня обращаютъ уравнене (3), а 
выфетВ съ нимъ и равложен!е (2), въ тождеетво, 

$ 284. Случай неравныхъ инимыхъ норней.--По предыдущему, 
обозначая черевъ {(2) многочленъ низшей степени, чЪмъ Р(+), и 


черезЪ а, В, с,..-, Е, [ВСВ ж корней Ё2)-=0, пишемъ тождество: 
К) Да) -- 2%) } } г __ а) 
2 Раз-а ! РОе-у Г‘ Т те. 


Чтобы этв формула имЪла ифето, мы должиы предположить, что 
‚корни; а, $,...,, $ нерввны. Она ‘прилагается къ случаю, гдф 
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ифкоторые изъ нихъ--мвимые; при этом вторую часть прадется 
подвергнуть икоторымь нреобразованямь съ ифино уничтожьть 
ынимыя количества, входянуя тудь явяымъ обравомъ. Пусть 
= -- УТ аа-—Ву-Т будуть два ывимыкъ корня; не трудно 
замлить, что /(&-- ЗУ) и Ка—ВИЩ 1) различатотся между со- 
бою только знакомь пря УТ, таюь что если одно изъ этихь 
выражевай есть Р-- ву ло другов непремнно будеть РЬ Фит. 
Также Е(а--ВУ-1) и Р&- ВИТ) могуть быть представлены 
чрезь М--МУ-Тя М-—МУ-Т, Отеюда слёдуеть, что сумма 
двухъ членовъ второй чаети {1), соотв тотвующихь разомотрённымь 
корнямъ, будетъ зида: 


РЕФ _ | ре 
СМУ Зде-е-ву =) "ам ен), 


зли, иоелв приведея1я къ одному вяаменателю, 


хр + 9х — «ор —095 
(ит -- Ме а 


'Итакъ, 06% простыя дроби, соотв тетвующя двумъ соиряженнымъ 
корнямъ, могуть быть соединены въ одну, у которой числитель- 
первой степени, & знаменалель—второй относительно т. 


1П. Случай РАВНЫХЪ КОРНЕЙ, 


$ 285. Видъ дроби въ этомъ случа, — Воли знаменатель дроби 


2) 
2) 


имфеть равные корни, то шредыдупя формулы не праложимы; тёмтъ, 
не менфе, такую дробь можно равложить на проетфйпия. Чтобы 
показать это, мы изложимъ сначала спёдующую теорему, 
Теорема. — Если и обозначаеть мноократный корень уравнешя: 
а) ==0 и «— степень ео кратновти, то ращонольная дробь › ю 
вода можеть бъить разложена слъдующимь образом: 
1® 
т — 
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10 А-—повтоянная, р (®)—цьлый и иийониланый мнозочаень и №. (х). - 


частное оть дъяешя Е) на (#— а)". 
Вь самомъ фл, каково бы ни было 4, ны можемъ написать 


тождество: 
а _ № д | ФА 
2 в-аеткы— в-ай Г авео) 
Дале, если мы опредфлимъ 4 изъ условЁя: 


Ка —АВа=0, 


то числитель вхорого члена во второй части обратится въ нуль при 
ш==а и, елфдовательно, будеть дфлиться на (;— а); полагая, ло- 


этому, 
Иа-ат®) — 


за 


получимъ: 


чо и требовалось доказать, 

Заибчане.—Такъ какъ Р,(2) веть частное оть дБлешя (2) на 
самую высшую степень (#—а), какая только можеть ого разд®лить, 
то Ра) на въ какомъ случа не обратятся въ нуль; поэтому, урав- 
нене (*) дасть веегла для А конечную величилу. Можно еще за- 
м$тить, что это значене никогда, ве будеть нулемъ; дВИствительно, 


поел приведеня дроби о к ел простфйшему виду /() и (2) 


не могуть имфть общаго корня и, слёдовательно, чиелитель 4, рав- 
лый Ка), не можеть сталь нулёмъ. 


Предотавивъ дробь а ). подь видомт: 


а 25» (1) 


прилатаемь тотъ же методь ко второму члену послфдняго выра- 
женя, т.е. выражаемь его посредетвомь суммы: 


ЕЕ 


о: =-Н 0 и, (8) 


ТДВ А, постоянная, которая, Ба этот, разъ, можеть быть нулемъ, 
и {= цблая функция. 
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/) 


Также можон евть -;—- 5 а: 
ю разложить (оазис ив сумму вади: 


вая 8 


& Ге-а) ЭР ` 


Продолжая такимъ же образомъ и далЪе, увидим, что предло- 


жепная дробь ие можеть быть представлена въ вид: 

Па _ А А, 4. 2 

т = ато Ро Ро Ри, ® 
тДВ А, 4,...., Аа. г конечныя и опредфленныя постоянныя, при 


чемъ первая изъ нихъ не нуль, 

Прибавимтъ, что такъ какъ степень /(2) предполагается ниже 
степени Ё(х), то степень /.(х) виже степени Р'(2); дйетвательно, 
умножая формулу (4) на Г(х), питемъ тождество: 


Ко А-а - ФР... 
ео Р-ев, ©) 


въ которомъ степень члена (2-—а)*{ (2) не должна, быть выше (ж — 1), 
потому что {(=) степени не выише (ж»— 1), & изъ этого слфдуетъ, 
что /.(=2) не выше степени (и—а— 1), между тВыъ какъ степень 
Р(2) есть (м—2). КромЪ того, нёть ни одного общаго множителя 
для р} и Ех), такъ какъ въ противномъ случа такой иножи- 
тель, для /(%) и Р,(>), раздфлинь бы, въ силу формулы (5), и 
{<®), т.е. былъ бы общимъ множителемъ для /(2) и (=). Отеюдь 


(2) 
вытекаетъ, что для дроби т существуют т не условя, что и 
И) : | 
для Ом 
Пусть, теперь, $ будеть вторымъ корнемь Ё(л)-=0 и 8 — сте- 


пень его кратности, т.-е. пусть 
в®=@-— РЕ 


въ такомъ случа мы можемъ приложить предыдуп й методъ въ дроби 


1а(=) : 

78 и получим выражен1е вида: . 
о в, в, в, 79 
Ее) — вой Ге тт 9 Г. 
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тд В, В... В, -опредбленныя постоянныя, при чемъ пер- 

вая изъ нихъ не нуль, и 18) —ифлоя фунещя низшей степени, 

чфиъ 2.(=), не имВющая ви одного общато множителя съ (2). 
Вообще изь предыдущаго слфлуетъ, что если 


Ро=е а -.. 0 
НЕ] 


то дробь И МОеть быть разложена слфдующимь обравомъ: 
И ИЕ даа 
Ро ба ати 
ЕЕ. к 881 
(«Я Ге" т эт 
в ры, 
" РТ же 


от ое" 


при этомь А, А,..., В, Б,..., (0, О... обовналають по- 
стоянныя, изъ которыхь 4, В,..., С не нуля. 

Изноженный методъ, доказывая возможность втого разноженуя, 
въ то ив время даетъ способъ для его выполненя. 

8 286. Разлощене можеть быть тольно единственныит. Теперь мы 
докажемъ, что ращонадьная дробь можеть быть разложена только 
ва оданъ рядъ простфйшихь дробей вида, указаннато въ преды- 
дущемьъ параграф, Въ самомтъ дфлф, пусть мы нашли два равло- 
женя одной и той же ралфональвой дроби: 


д д Аа Е: В, 
вое Ра РЕЗ... +Е(з), 
д ‚ А В й 
пе Нет. НР -рАяр +... 8) 


они равкы между собою, каково бы ни было х. Умножаемъ ихь 
на (1—@)* и затВыъ полегаемь #=0; первое равложене приве- 
дется къ А, второе же обратится въ нуль, если ки одинъ изъ его 
знаменатедей не содержить множителемь (х— а); повтому, необхо- 
димо, чтобы степени (2—а) быля бы знаменателями нфкоторыхь 
дробей этого равложеня. Пусть, напр., @’=а; тогда а'==а и А’. 

Въ овмовъ дьлВ, предроложимт, что одинъ изъ двухъ покавате- 
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лей, напр. «, больше другото; изъ уравкешя, выражающаго равенство 
двухъ разложен!, выводимв значене - з и приводямь во 


остальные члевы къ одному знаменателю; получнтея резуль- 


ТАТЪ ВИДА: 
а _ 3 
1  а-а- т 


‘или 
9 е) 


4=е-989, 


гдф ф ий $ обовналають многочлены, изъ которыхт второй не дь- 
литоя на (х— а). А такъ какъь А--постоянная величина, то она 
должна равнятьея нулю; дфйстрительно, предыдущее равенство 
даеть 4=0 при х==а. Итакь, «==а'. 
Докажемъ теперь, что А==А/, Въ самомъ дёл, приравнивая 
д 


разложения одно другому и перенося члень 


{8 ВЪ Первую часть, 


принфняемъ шредыдущее разсуждене и выводимъ, что “— 4’) 
должно быть равно нулю. 

По доказвняому нанвьюция степени (д--а) въ обоих разло- 
жевяхь равны между сойою; опуская ихъ, получаемъ равные 
остатки. Слдовательно, необходимо, чтобы въ этихь остаткахь 
члены съ наивыешими степенями (х— а) были также равны между 
собою. Продолжая такииь же образомъ и далфе, докажемъ, что 
простыя дроби, а потомъ и цфлыя чести, Е (х) и Ех), образующя 
нашя равложеня, равны соотвфтственно другъ другу. 

$ 287. Методъ для вычислешя ноэзффищентовъ.—Дяя равложеня 
ращональной дроби можно воспользоваться болве простымъ шуемомъ, 
чфмъ тотъ, который вытекаеть изъ выишеизложеннаго метода ($ 285). 


Пусть цой воть данная дробь, а (х—а)"-—иногократный множи- 
тель ея знаменателя, т.-е. пусть 
м 
=) 


„Чтобы найти заравъ, посредотвомь только одного дёйств!я, простыя 
дроби, внаменатони которыхъ суть различный стененн (2—0), 
положимъ 


(2) ° 


в—а=ь 
2) __ Каф _ 
а ФЕЯ РЕН ° 
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Располагая затфмъ многочлены: {(-|-#) и (и --#) по возрастено- 
зцимь степенямъ 1, получииь: 


Ка _ ААА 
ен (ВЬБл! 


‚а, 
д ВьйРй” ^ 


Если, теперь, выполнить дфлене чисдителя на первый множи- 
тель знаменателя, располагая ‘частное 10 воврастающимь сте- 
пенямь \, то отенени послфдовательныхь осталковь все время 
будуть возрастать. Изъ этого слфдуеть, чго первый членъ одного 
ияъ остатковъ станоть, наконець, равныхь али выше, Ча этомъ 
остаткЪ прекратимъ дЪйстве; частное будеть (1-1)-0й степени, 
Итажъ, 

Але: АН. 

ВЕВЬЕВЛ-.. Е ВьЙР “о 

=о-оа-нам +... + Ш ВИ 


ый. 
заыфчая же, что вов члены +(#) содержать, А въ степени, по 
крайней м8рЁ, равной х и полагая 


С. + 


В рофаь”- 
Если ваибвять № его значетемъ (+#— а), то перван часть этого 
уравнения обратичея точно въ данную дробь; вторая же будеть 


состоять изъ суммы простыхъ дробей: 


А... + 


@ 


&) 


знамеватели которыхъ суть степени (х—-а), и такой рашональной 
дроби, знаменатель которой не содержить боле множитехем? (1—а). 
Сь этою послфднею поступают такъ же, какъ и съ данною, 
чтобы получить простыя дроби, соотвётетвуюния друтимъ корнямт,, 
Что и дополнить наще разложене, 
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8 288. Случай равныхъ инимыхъ корней.-—Только-что изложенный 
методь никоимь обравомь не исключиеть случая многократныхь 
мвимыхь корней. Должно лишь замЪтить, что при существован и 
такихь корней можно въ конечномь результатВ соединять члены 
по два для уничтожея мнямыхь величинь; влрочемт, горавло 
нроще в этомь случаВ придать разложенно друтой ведь, возмож- 
ность котораго вытекаеть изъ слёдующьей теоремы. 

я й ; " >, К 

Теорена. — Всль знаменетель рашональной дроби оу Нметь 


э-кретный мнимый корень (2--ЗУ —1), а слдонительно, и сопрязнен- 


ный въ нимь з-кратный (ч-- ЗУ/-—1), тимь что 


Кое ИПП = 
ве) Е, 


это можено иседа положить 


=) и "цз () 


«2% Ри 0-—постоянныл, в | (вещественный мниочаень. 
Въ самомъ дл, каковы бы ни были Ри ©, веда суще- 
олвуеть тождество: 


1®) _ 
2) — (ей) 


{р 
| 


Я). 


...._ В+ 
2} Ра, 


А 


ТС (2) 


съ другой же стороны, очевидео, что Ри @ можно так выбрать, 
что чисхатель второго члена во второй части обратится въ вуль 
при 


и, сяфдовательно, раздфлияел па (2—о)*-|-№. Дфйствительно, вели 
предотавить /(л) и Р,(2) при этихъ значевяхь 5 вт, ридё: 


тазу =и-му-т, 
Вау пу=мУ-ь 


то поставленное услов1е выразится так; 


(ими о-[Режи—о-оиму-9=0; 
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дилве, прироваивая нулю отдльно козффищенть при УТ и от- 
дБльно вещественвую часть, получимъ два, уравнен!я, изъ которыхъ 
и найдутся вещеетвенныя звачешя для Ри 9. 

Такъ какъ числитель: /(2)-—(Ре-- 9). (2) дБлится ва (ив), 
то уравнене (2) перейдеть въ слфдующее: 


Иа) 22-10 _ 0 = 
= | (3) 
ДВ {. кА НФ: се. Приыфняя тоть же шуемт къ разло- 
жен!ю послфдией дроби равенства (3), находимъ: 
2) Ре 0 1%) 
Теа +ир-Р аа верт т (ани ° 
'Иродолжая такамъ же образомъ и далфе, увядиит, что дробь 8 


можеть быть равложена слёдующимъ образомт: 


Г) _ 2+9 ‚ Р , 
7) А т едит 
Ре, 41/8 
Не (ил т Ро), 

ГБ /»(2) — низтей степени, ч8ыъ функщя Е (2), и не имфеть въ 
послднео ни одного общаго множителя, 

Эта формула вывст® съ выведенною въ 8 286-мъ составлять 
творему: 

$ 289. Теорема, — Холи мнозочаснь Р(2) разлеластся на веществен- 
мыть мноокинелей нервой и второй стенени, тан что 


Ко-ь-—ае- 0. ре"... ей тез)", 


; 12 
но резйоналеную дробь Рау можено развить слъдующимь обра- 
зом: 


1. 4 - 
ат в + Кола + Р-Я 


й й 
т 


ая о ев- т’ 
2:10 + Ро, п + Ре | 
аеео" Г Арене Г 


д 8 Е;21-8, 1 Ен, 
риа" Г ария ГПО яние › 
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при чемь Е(х) обозначаеть цфлую часть, которая можеть быть и 
нулемъ, & 4, 4.,,.., Мь В, В, ВР, &.... Врь 8, 
постолвныя величины, 

Пуемъ, который послужиль намъ для доказательства вовмолс- 
ности разложешя, даеть также средство для его выполневя; дФй- 
отвительно, его можно приложить и къ составлению членорт, соотвфт- 
ствующихь мпожителямъ второй степени: 7*-|-1--4,... ужа. 

И здбеь можно было бы доказать (см. 8 286), что разложеше 
этого вида можеть быть только единствениымь и вывести способт, 
захожден!я дробев, соотвфуствующихь данному корню, по метоку 
неопредфленныхь коэффищеятовт, (см. 8 287), во мы опуетимъ эти 
подробности, какъ не предетавляюния ни затруднешя, ни интереса. 


1 


КОНСЦЕКТ. 


$ 282. Иль этой главы.—6 283. Случай, когда внаменатель равлагаеной 
дтЮби ие пыфоть равных, корией.--8 284, Преобразовазе разаоженя иЪ чот 
случаЛ, когда ооть ышиные кории.-8 285. Случай равлыхь корней. 8 286. 
Раздожон!е иредыдущаго вида можем, быте только едилетлонныхт.—8 287, 
Мезолъ дхя вычислешя коэффиицетовь,—8 288. Слузой равныхь мпимыхя 
корней. —8 289. Георсма въ общемь видТ, лытекающан изъ теорйи, изложен- 
пой въ этой глаз. 


УПРА ЖНЕНТЯ. 


Е Велн 4(2) =0 соть уравнение слецени я, па, в, 6,..., &, 20 нормиь 
то при всяком виочещи р, мепьшенъ (в —1) 


; эт 
Основываютея на разложеши, вт, иростыхт, дроблхт, дроби 5 


2 
и. @=—90%—= ° 
Ш Е 86 
” Ио Е 25° 
1 х 
и. т За) + За --ав-- ай) ' 
1 1 1 1 
т етоера ван аа. 


УТ. 


УП. 
6 1 

ии Ра 
8 

х и а. 

О 

> и-=-ёр ‘ата 

х. тея= | И _ 

Ни вуз чаИ а 
ХИ. 


т Е Е 
ани ее 


ГЛАВА ВТОРАЯ, 


Мнилыя выражентя. 


Т. Исчисане мнимыхъ вырАЖЕЕТЙ. 


8 290. ЩБль введеня инимыхь выраменй въ исчислене.-Ршев!е 
уравнен!й второй степени приводить, въ нфкоторыхь елучаяхъ, въ 
выраженямъ, не имфющимъ никакого численнато значеня; ови 
указырають на тб дЪйстия, которыя невозможно выполнить. Эти 
инимыя вытраженя вводятъ для обобщеня. Мы, напр, видши, что, 
вводя ихь, мы могли высказать, безе ограниченя, слёдующия 
теоремы: 

1, Веякое уравнов!е второй степени имфеть два корня. 

2. Во всякомъ уравнеши второй степени, вида т--ре--9==0, 
сумма корней равна коэффищеяту при второмъ член, взятому се 
обратвымъ знакомъ, а произведен ить равно иввфотному члену, 
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Эти преимущества введены иннмыхь выражен, пезначитель- 
пыя въ только-что ириведенномь иримр, являютел весьма важ- 
ными въ общей теорми уравнев!. 

Мнимыя выраженя также могуть быть воодимы съ пользою 
при рётаена афкоторыхъ зопросоьъ, что мы и покажем въ 9108 
тлавЪ. 

$ 291. Опредьленя и соглашеня.—Мнимымь выраженемт назы- 
вають выражене вида «--И—К, ГЛЕ— К обозначаеть отрица- 
хельное чиело. Гакъ как, /—К ни для какой величины не мо- 
жеть служить мФрою, то въ этомь смыелЪ оно но есть число; не- 
смотря на это, опо можеть быть вводимо въ вычислеен еъ поль- 
зою, подъ условему, чтобы сло коадратаь блль бы осада залбьияемь 
через — Е. Краы» тото, дойстя съ мнимыми числами будуть хо- 
статочно опредфлены, если соглаентьея прилатать къ намъ реф пра- 
Вила, доказанныя, вообще, дня вещественныхт чибель; результаты, 
какъ мы увидимъ, веогда будутъ того же зада, 910 и мнимыя 
чиела, введенныл въ вычислене. 

$ 292. Обычный видъ инимаго выражены.—Подкоренное число —Х, 
будучи отрицательвымь, можеть быть предетавяено посредетвемь 


—1, т.е. посредотвомь квадрата со знакомъ —, и обычный зидь 
манмаго выражен будеть «НИ, что чаще пишется закь: 
а-+5уи- 


Занфчане.--Вывсто У пишутъ ЗИ —1 въ сплу: привятаго 
выше соглашеня: примьнять къ мнилзмь числоме ис правили, 90- 
хазинныя, вообще, для вещестиенныхь чиевль. Въ самомъ дЪдф, — 1 
можеть быть разематриваемо, какъ произведеще: ХХ (—1); по 
правилу же, доказанному, вообще, для вещественныхъ чисель, можио 
множитель $? вынести за знакъ радикала, 

$ 293. Мниныя сопряженныя выраженя.-—Кажовы бы ни были ве- 
ществонныя числа си 8, ынимое выражене а-|-5У-—1 воть ко- 
рейь уравиевя второй стелевя: 


@-а-и 
Не трудно замЪтить, что второй коревь этого уравневя воть 


а-5у-— 


Оба корня: а НЫ/-Т ива —1 называются мнимими го- 
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пряженныхю вираоюенями; сумка пхъ вещественва и розна 24, а 
произведене равно а? -- 5" 

$ 294. Степени и „—=При дНйстияху надъ выражешями вида: 
а-+/ къ нимъ примфнянють (8 291) воф правила алгебраи- 
ческаго исчисленн, поступая съ У—Т, какъ съ числом. Иногда 
этоть сныполь обозначается буквою $ и въ получаемых ревуль- 
татахь ? замёняется —1; это впоян% опредЪляеть послёдоратель- 


выя степени $, или и- ; дБйствительно, 


итд. Вообще, обозначая черезъ я, кокое-угодно дЪфлое число, 
можвиь написать: 


(И) = 


Уяр 


Ве эти соглашеня необходимы, если мы желаемъ примфнять 
къ вычаслешямь съ мнимымя выраженями обийя правила отно- 
сительно вощественвыхь чиселъ, Они дають возможность доказать 
слздующую, весьма, важную, теорему. 

$ 295. Произведеше мнимыхь выражен, — Теорема. Ппоизведене 
хекою-узодно числа мнимые выражений: 


«НУ, &-РЪУ-Т, «НИТ... з-НЫУ—1, 


получаемое по правиламь влебролческомо умноженя, нри чело степени 
У—1 заминиютея указаниями выше значенями, останепия зтожеде- 
ственно однимь и пиьмь оке, в. каноль бл порлдкь ни бъи произведения 
дьйствйя, т.-о. получатея одни и тть оке: кань вещественная частль, 


пак и вещественный козффищенть при у —1. 
Въ самомъ дёлЪ, вамняя и черевъ 4, мы внаемъ, что ре- 
зультать будеть тождественио одинъ и тоть же, въ какомъ бы 
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порядк® ни праизвести посдфдовательныя умножеяя, и что 09- 
фищенты при однфхь и тЕкъ же степеняхь $ во веёхь случаяхт, 
будуть имфть одни и т% же значени. Поэтому, если въ тожде- 
ственныхь многочленакь замфнить стецени # указанными выше 
зваченями, №" ззыфнить через 1, 2" -черезь УТ, А" — 
черезь— 1, {”+черезь-—-И--Т, то результитье получатся одива- 
ковые; съ другой ие етороны, соверитенио безразлично: заменить ли 
въ концф вычислешя каждую степень & ея значешемь, или же 
производить подстановки постененно, цислВ каждаго частнаго дЁй- 
стил, потому что пеф эти подотановки сводятея къ зам бя произ- 
ведешя двухъ равныхь множителей, изъ которыхь каждый ееть 9. 
множителемъ —1; а вводить ли этотъ посяфдёй однажды ини по- 
сифдовательно—все равно. 

$ 296, Прилонене —Мы даднит непоередетвеняое приложене 
предыдущей теоремы. Раземотримь проязведене: 


Репа ие -ви-. 
Перемножая дв& первыхъ множителя, находимъ: 

@ну—Пе+а/- 
перемножая два послёднихь, Находимъ; 

@—И-Т)е-аи-п)= (ив) — (ау 
слфдовательно, 


Р=((ав —)-+(аа--щу (ева) (а-юу т = 
= (в) (ва-Нв). 


Гуа —1, 


Съ друтой стороны, умножая первый мвожитель на трет, а вто- 
рой-на четвертый, получаемъ: 
аи -Пазу-ре-и, 
сие; 
Р=(а*|-5) (+ 2). 


(РИ е--@) = (е—м) + (еа-- и. 


Эту формулу, впрочемьъ, очень легко повёрить, 


м, в. пигозиковуь, АЛЕЕИГА. 0 


Итажъ, 
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1. Вввдевте тригономитрическихь ливЕЙ ВЪ МНАМЫЯ ВЫРАЖЕНИЯ, 


$ 297. Новый видъ инимаго выражен. —Млимыя выраженшя мо- 
тутз, быть предетавлены подъ особьтит, видомъ, благодаря которому 
дЪйстйя надъ вими весьма чаето упрощанотвя. 

Пусть будетъ дано выражен: 


а--ъи—1. 


Полагая 


(1 в=1608%, ф == раме, (2) 
мы можемъ, каковы бы ли были ан 0, найти для ь нфкоторов 
положительное звачене, 2 для ф—вначене, меньшее Як, когорыя 
удовлетворили бы этимъ двумъ уравяенямъ; для этого достаточно 
ВВЯТЬ: 

ъ . 
(3) рен --И, =. (4) 


Въ самомъ лфл®, уравненя (8) и (4) выводятся изъ уравневй 
(1) я (2), если эти послёдайя возвести въ коадрать и сложить для 
нолучевя уравневя (3), и по-членно раздФлить одно на другов для 
получения уравнеяйя (4), 

Обратно, если р и ф заданы уравнешами: (3) и (4), то 


1 


603 Ф === 
= Ут илея 
. зе < 
== а ‚ 
и з я а 
И + ват *И:+8 Ия -ь 


или, по зам} У --Ь черезъ р, 


Ща 
089 р, Мп 


а--=р608$, БЕЗ рае, 


& это веть не что иное, накл, уравневя: (1) и (2), вели для ф выбрать 
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$ 
тоть изъ двухъ угловх, который при тангенсв _ ныфеть чинуеъ 
того же знака, что и р. 


Итакъ, мнимов выражен 4-0 1 веегда можетъ быть пред- 
стаАвлено подь видомъ: 


вова У 188), 


при чем р и ‘$, очевидно, могуть быть только едивствоняыя 
{2 должно быть положительнымь, а @--меньие @ называется 
модудемь, а © атументомь ЭТОГО мнимаго выраженя. Сейчась мы 
Убфдимся, сколько вносятся простоты этимь видомь мнимых вы- 
раженй. 

$ 298. Унножеше нниныхь выраненй.— Пусть дено перемножить 
два выраженя: 


((вовз- НИТ), (воз! -- И 1”), 


Выполвяя произведеяе и замняя крадрать У черезь — 1, по- 
пучаемт: 


ре! [вов о084' — вниз! И — 1 (вов зНние' 51103} 


1 
т - 
0 [вов У-—1вие--+ 


СлЬдовательно, чобы перемномаить два мнилыль вураженя, нужно 
перемножить ить модумь в сложчинь аруументы. 

По этому правилу, очевидно, можно получить произведен 
сколькихъ-угодно мнямыхь выражен, 

$ 299. Дфлеше мнимыхъ выраженй.-— Чтобы раздьметь одно мни- 
мов вярожене на друлое, дослияпочно раздъьмить модули в взять 
разность армументовь. Получимъ: 


ВИН. рабу) Инт +2) 
софт --И 1 те) РЁ 
Въ самомъ дВЛЬ, это равенетво станеть очевидныму, если обвобо- 
диться отъь знаменателя и выполнить умножене во второй части 
по предыдущему правилу. 
$ 300. Степени инимаго выраженя. Случай, когда м — цёлое и 


положительное.—Возвести нкимое выражене въ цёлую и положи- 
19* 
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чельную степень значить перемкожить между собою вЪоколько 
равныхь миимыхь выражен, а это сводится къ предыхущихмь 
теоремамт, 

'Итакь, модуле цлой степены мнимало выриосеная равень соот 
выпственной степени данноло модуая, а арлументь— произведено 
данноло арумента на показателя степени. Такимъ обравомъ 


[6(созф -- И—1 зше)]" = о (еочие-Ру —Тзнииз). (1) 


Эта формула дана Молеромь и весьма важна въ анализ; она 
распространяется, какъ мы сойчась увидимъ, на и дробное я 
отрицахехьное. 


$ 301. Случай, вогда ›-— дробное. —Предположимъ сначала, что 


иметь видь =, ГА$ "плов; требуется показать, что 


О з 
[сое НУ Тянир]®" в (в 5 | И—1 8.2). (2) 
Чтобы повфрить это равенство, возвытаемъ об% его части въ сте- 
леяь т’: первая дасть, очевидно, въ ревультат® (039-РИ-_ 181), 
& по правилу, выведенному выше для цфлыхь степеней, нъ то же 
самов обратится и вторая часть. 
кз 
т 
вполий опредфлены;, они могут принать нфеколько раззичныхь 
значен!8. Поэтому, и для выракеня: 


ово И ате 


получатся различныя значеня, что согласно съ принципами, изло- 
женными въ твори уравненй. 


Равсмотримъ теперь случай, когда показатель имфеть видъ 


Замфчане.— Хотя с05Ф и зшф даны, но с08-— и в будуть не 


дроби я, т.-6, покажамъ, что 


[(сов--У—тзшФ р (сое Ни 55а". (3) 


Въ вамомъ дфяЪ, возвысить какое-нибудь выражене въ степень г 
значить, по опредвиен!ю, ‘извлечь изъ него корень м-ой степени” и 
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полученный ревультать возвести въ 2-ую степень. По формуламь 
же (1) и (2) мы можемъ выполнить оба дёНетья въ послфдователь- 
номъ порядЕБ, что и приведеть изъ къ формул (3). 


8 302. Случай, когда »— отрицательное. — Предположим, чако- 
яедъ, что т имфеть отрицательное зналене — м’; требуется пока- 
зать, что 


ево Пров)" =’ (возс ви) РУ 1 зни--т^)]. 
Для этого зам чаемъ, что, по опредвлен!ю, 


1 
[26084-15] 


[2(свФ-- И ЛатФ) 


НО такъЪ какъ зи’ положительно, то (8 300) 
ИИ 1 . 
{р(сова- НУ —130#)]" 5” (сова --И 19а) › 


далфе же, 


а _ соо РУ о 
р” (с057т/9-4-У 11) — в” (возиио + У -Чании!Ф) 
р-"[воз(- -т/9) НУ (С пиФ)ь 


Что и требовалось доказать. 


Ш. Приложентя. 


Укажемъ на изкоторыя приложен1я предыдущихь формулъ. 


$ 303. Теорена. — Велюй эрехчлень вида 2 -- рг?--Ч разлолается 
на два вещественнихь нножинеля второй степени. 

Полатаемъ д’=# и разлячимъ два случая: 

1. Предположамъ, что уравненйе второй стелеви: 


вы --4=0 
иметь две вещественныхь корня: < и В; такЪ какъ 
2-е Ра (#— а) В), 
иные а (и --«дай 9, 


то 
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3. Продположимь, что уравнене второй степени: 
р-на 
лыфеть дпа миимыхь корня: а-|- Ву 


пра е-ч-ЗУ—6 «+81, 


такъ какъ 


рено а виа НИТ, 
или 
ар аа Иа-Иа + ИВ 
Же Уз Ее--иа В/У. 
Полагая же 


= (039 - И 1513), 
= р(в0вф — И--19 $), 


«ут 
«ВУ 


найдемъ (38 292 и 3901): 


ИЕ И $, 
ИР (вв 5. -У-15а }) у 


Слёдовательно, . 
а ри |4 = 


= - УР У [2 + ИР (4 +у- 2] х 
х [— ИЕ (м $ --И-1 5$) [2 а У (= ул 5); 


соединяя по-парно сопряженные множители первый съ третьимъ, 
% второй съ четвертым, получаемь: 


арена = 
= [(. — Ур вв) возни 2 |= НИ вооз $ оз" Я . 


Такамъ образомъ трехаленъ разложанъ на два веществевныхь мно- 
жителя второй степеня, у 


$ 304. Задача. — Виразить совтф и зто въ фунайи оть воз 
и зтф, 
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Пиашемтъ: 
(зе РУ-Т яв 


развертываемр первую чаеть по формул бинома и результаль при- 
равииваемь второй части, т,.с. пишемь, ч10 равкы между собою 
отлфльно веществеиныя части и отдВльно мнимыя: 


== сое - УТ зйиюе; 


возр == 6057" - мы сз" 
— Роя) „4 
ео ., 
. . 1—9 
Яир == #1008" озф - нк 1 ыы 2. 


р 1 
$ 305. Задача, — ГЛредетавинь 2" сн’, како функиво оть #-- „. 


Полагаемгь 


— в08Ф + и не 
и, елдовательно, 
г = 603 2-— И вше, 


откуда, съ одной стороны, 


#-- = 3059, 
а вь другой, 


ди == совиф- НИ Тень, с ==008%ф — И — Твйниф 


и, значитъ, 
== 260. 


=“ 


Такимъ обрезомт, формула, выражающая еозфе въ фувкаи оть 
1 
и 


2 


608$, 
Занфчане. — Для получешя искомой формулы мы  ридади & 
инимое выачене: 
яово-РИ- 119; 
поэтому возникаеть вопросъ, распроотраяявтея ли нашь результат 
на какое-угодно вещественное вначен!е х, Чтобы доказать общность 
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формулы, нужно замётить, что по освобожден отъ знаменателей 
она будеть степеци 25; изъ теоми же уравневй извЪотво, что она 
должна быть тождествомь, вели будеть справедлива болбе, чфмъ 
для 9 зеществевныхь или мнлиыхъ значен! перемввой. 


КОЦСЦЕКТЪ. 


$ 290. Прлиоминается, что мапиыя выракеши лведены м цляхь 0боб- 
щеши, овобенио вазхнато пъ дальний алгебрь.—$ 291. Мвимое вирляеше, 
ле будучи ни для какой величии ифрою, пе есть чиело, 10 при момощи иад- 
лежащихь соглашешй, ово мозжел быть съ пользою вводныо въ вычисления. — 
$ 292. Обывнолопно икиыыиь выражешяут, придают, виды: @-+- ЗИ —1.—8293 
Всенкое ынимое выражешо сеть корень ивадратиаго уравиешл; второй же ко- 
решь называется сопрлжениымь вырвжешехь.--8 294. Посдфовалельвыя схе- 
лени И 1.8 295, Пронаведсше мииныхь шнояштелей не измфвяенся отъ 
их перестановки.—8 296, Приложеве предылущей теоремы къ доказатель- 
ству одной азгебраической формулы относительно веществоиныхъ чисели.— 
$ 297. Тригопометричесй видь мовыыхь выражеий; опредфлен!е модуля и 
пргумента.—$ 298, Пронаводове днухь мпимыхь выраженй,--8 299. Частное 
двухь ывимыхь зыраженй.—& 300. Цбаня сленепи мнихаго выраженя.— 
$8 З01ь 302. Расиространеию нолученваго результала на случай показателе; 
дробнахо и отряцательнаго—88 303, 304 и 305. Приложене предыдущих 
формуль къ икоторымь вопросам, вт. хоторые входять только поществелиал 
количества. 


УПРАЖНЕНГЯ. 


1. Доказать, безъ помощи тригонометричеекихь выраженй, что 


Иа+ 1 
э-4и —1 


Примфелется мотодъ, подобный изаожецному въ 1, $ 216. 
И. Найти вещественпые и маниме корни урависия: 


з 
з— 

ыу=-мУ =. 

5 == Зи 


11. ель п обозввчаегь ночетпое чиси 


еств вада 


Отв: 2: 


взанино-простое съ 3, то 


(#-у"— = у" обращается въ пуль при 2 ЕЕ у) . 
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Нризфвяется форнуза Моазро (8 300). 
ТУ. Рынить уравнение: 


Находныт, дяа чначевй для 27, котормл дадуть 6 зовлеш И ддл г, еконть 
только замфиить $ пефми дугоми, имбющими од, и тот же сппуеь и олицие 
и тоть же косниуст. 

У. Опредбаить мнимыя выражения, ж-ая стенсиь котовыхт,— веществонна, 


. Ре И 
Оти: УИ та } 


У1, Пайти милое выражен, вубъ которо равень едшнис®. “Гакихъ 
вырашсий сущесхпуст два, калодов изь которыхь веть квадраль другого, 


Отв 


УИ. Называл черозь а выражое, куб, вотораго вдвевф едивиа, нока- 
заль справедлияосли, формулы: 


(аа ва-Нейха На" са)? + бе Заве. 


Выполняются укозавоыя дЬйстыя. 
УШ. Модуль, суммы двух мнимыхь выражешй меныис суммы и боже 
тазиости ихт, модулей, 


ГЛАВА ТРЕТЬЯ. 


Тушене уравнелЯ третьей степени. 


Г. ОБщтя формулы ДЛЯ РЫШЕНТЯ УРАВНЕЕЙ ТРЕТЬЕЙ СТЕПЕНИ. 


$ 306. Приведение общаго уравнены. —Тусть дано уралвеше третьей 
степени: 
` фу вай ие -е==0, (1} 
Полагаем 


=У+И 
опшемъ: 
а 


ое а-я" 
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приравниваемь 9’(А) нулю: 


6%-|-2а==0, или =, 


и получаемь уравнен!е относительно з', не содержащее члена съ: 
оно будетъ вида: 


эй -а=0. (2) 


Подь этимъ послёднимъ видомъ мы и будемь изучать уравнене 
третьей степени, опустивъ, разумфется, зпачекъ надъ буквою #. 

$ 307. Ршене уравнения: 2=1.—Начнемъ съ боле простого 
уравяеня: 


(1) 


Одинъ изъ его корней, очевидно, х==1. Чтобы получить два дру- 
вихь, пятшемъ даняое уравневе въ видЁ: 


#—1=0 


я 
и дёлимь первую часть на (д—1); получаенъ уравнен1е: 
я-а 
корни котораго суть: 
=1=И-8 
—>—. 


Итакъ, здивица имфеть сдинъ веществевный кубичесый корепь, 
раввый 1, и два мнимыхъ кубическихь корня. 

Въ дальнёйшемъ изложенги одинъ изъ этихъ двухъ послВднихъ 
корней мы будемь обозначать букною 2, при чемъ друтой выра- 
зится черезъ 27, что не трудио провфрить: 


(Е дв 


ну 
5у-. 


Кром того, ясно, что вели 


то также 
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значить =? должно быть корнем уравнешя {1) во вовхъ олучаяхтъ, 
корда само х ему удопвхетворяеть. 


8$ 308. Алгебраичесное рфшеще уравненя третьей степени.—Вер- 
немся тенерь къ уравченно: 


а ое--а=0, (1) 


къ которому можеть быть приведено (3 306) пеякое уравнене 
третьей степени; для ршевя его полагаемт: 


ду =; 
тогда оно перейдеть въ слфдующев: 


уе Зуа Зи -ра-Нку--а-Н=0, 


ИЛИ 


у Ао -Аия-Ев) =. 


Таюь какъ у и 2 подчинены здфеь одному только условно, чтобы 
сумма ихъ равнялась искомому корвю х, то мы можем связать 
ихъ мождр собою произвольнымт соотнотешщемъ и положить, вапр., 


Зуг-рр==0; (2) 
въ такомь случа уравневе приметь видъ: 
уе =0. {3) 


Рышить же уравненя: (9) и (3) не трудно, замфтивь, что они 
дмоть сумму и произведене количествъ: у? м 23, именно, 


ИЕ, ув 


въ самемь ДВлЛВ, у’ и 2 являются, такинъ образомъ, корнями 
уравненя: 
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Олфдовательно, 


$ 309. Число норней, получаемыхь по этой форнул$.—Выведенная 
формула требуеть нфкоторыхъ пояснеюй, Какое-угодно число А 
имфетъ три кубическихь корня, потому что уравнеше д? = А не- 
премфняо имбетъ три корня. Ччобы получить воБ эти три корвя, 
достаточно знать только ОДИНЪ ИЗЪ НИХЪ, который и придется 
умножить послФдовьтехьно на о и па а?, 370, ОЧОВИДНО, не изм$- 
вать его кубя (8 307). 

На основание этихь соображешй формула (4), повидимому, 
должна была бы дать девять рёшевй, въ самомъ дфлф, каждый 
радикаль имфетт, три зваченя и ничто не указываеть ва какую- 
либо зависямость между ними. Должно, однако, замфтить, 9то эта 
зависимость существуетъ. Дйсявительно, так какъ 


з=—Ё, (2) 


то проивведен!е двухь радикаловь вепремфнно вещественное и 
равно — 1. Поэтому, если А и В суть два зналеня кубических 


корней, удовлетворяющихь этому условию, такъ что одияъ изъ 
корней предложеннаго уразнеяя выразится суммою; 


2, =А-В, 
в, слфдовательно, остальныя аначен1я для у и 2, кром Ди В, будуттъ: 


«А, ЗА, 
«В, @вВ, 


то ясно, что коибипащи, дазоп/и вещественное пройзведене АЗ, 
могуть быть только слвдующия: 


1, =аА + В, 
д, = В ад; 


итакъ, число р®щев! пряводится къ трент, что и должно было 
выйта, 
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|. Убловя ВЕЩЕСТВЕННОСТИ КОРНЕЙ УРАННЕШЯ: 42-|- ри--0==0. 


$ 310. Наше ногуть представиться случаи. —режде всего замЪ- 
чаемт, что уравненя: 


о -ре-ра=0, 
[и е—и=0 


имВюЮть корни соотв тетвен:ю равные, ни сь противоположными 
знаками; дЬйствитеньно, если х==о удовлетворить одному уравне- 
НЮ, 10 д==—0 удовлетворить другому. Поэтому, озраничимея из 
слфдованемъ, когда уравнеще: 


Че -4==0 (1) 


можоть имфть во три корня вещественные пря ({ положительном. 

По правилу Декарта мы немедленно заключаемь, что р должно 
быть отридательнымт, потому что въ противномь едуча® уравне- 
че (1) не имфло бы ни одной перемфны, и посол замфныг 2 на — 1: 


—#ве-ри=о 


имФло бы только одну перенфну, я слёдовательно, отрицательный 
корень быль бы только одинъ, а, полояительныхь не было бы вовсе. 

$ ЗИ. Условя вещественности.—Итажь, изсяфдуемь только тоть 
случай, когда р отрицательно. Тогда уравнение, но правилу Декарта, 
имфеть отрицательный корень только одинъ, положительныхь же 
корней оно можеть имЪть или два, или не имЪть ихъ вовсе. Рав- 
смогримъ эти два случая. 

Данное уравневе можеть быть написано въ вид: 


д—#-ре=а(-р-#), 


при чемъ р есть отрицательное число. 

Есля 2 измёняется отъ 0 до Ур, то произведене 2(-—р — 7) 
евачали увеличивается отъ нуля до нБкотораго шахнаиира, затфиъ 
уменьшается и снова обращается въ нуль при 2 ==У-—$. Поэтому, 
вели шахшишл превосходить у, то найдетсл два аначеня для, 
ири которыхъ это проивведене равно д, и уравнеее будеть имфть 
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два положительныхт, корвя исньшихт, чёмь И р. Если шахвитии 
Второй части меньше у, то равенство вепозможно дия значенй к 
между 6 пу —р, а слёдоввтельно, для пефхъ положительных зна- 
чен!й 2; дйствительно, рторая чаеть вышла бы отрицательно, 
осели бы 2? было бы больше —р. Наконець, если случитея, что 
тзехшийи второй пястп какъ разь равень 4, то равевство можеть 
ныБть мёето только для одного зназешя х и да корня будуть рав- 
ными. Ихакт, услоше вещественности вохъ трехъ корней выра- 
зитея нераненствонъ: 


злах. [2(—р- 4^)] < а. 


Этогь шажшиий соотвЪтетвуеть значенио х, обрашающему произ- 
нодную въ нуль, иначе говоря, онъ удовлетворяеть уравнению: 


—р— 37 =0. 


При этомъ значения, ралномъ у - 5, произведеще 2( — р — я") 


и? и-= 
-з — 3, пли 57} 


сявдовательно. услоше вещественности вобхъ трехъ корней есть: 


обратится въ 


4 з < 
<у — эт; ий че-то. 


Кром того, нужно, какъ мы видЪли, чтобы р было отрицательнымт; 
но это услове, очевидно, необходимо для существоватя предыду- 
щаго перазенства и, поэтому, безполевно упоминать о немъ особо. 

$ 312. Занлючене.—На основами предыдущаго и на основани 
общихъ принцяпозъ теорми уравненй мы можемъ высказать сл$- 
дуюпия предложевя отноевтельно уравненя: 


2-х --4 @) 


1. Сумма вефхъ трехъ корней равна нулю. Если одинъ изъ них 
ннимый вида. «-+ВУ-Т, то непремфнно будеть еще и другой мни- 
мый корень вида «— ВИТ и, притомъ, только один. 

2. Извтотний члень равевъ произведенно вовхъ трехъ корвей, 
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ввитому съ обралнымъ знаконъ, Кели два урнаневя вида {1} раз- 
личаются ивжду собою тозоки знаком. при изнфетномь зле, то 
ихь корни будуть соотвфтетвенно равны, по противоположны о 
знаку. Такъ, апр, корни уравнешя: 


39#--70=0 


суть 2, Би —7Т, в корни уравнешя: 


2 —Ва— 70 -= 

суть —2, —Би -|-7. 
3. При р положентельноль уравнене из от два ивимыхъ корму. 
4. При р онрицатольномь уравнеше иметь три вищесриенныя 


де 
п нероныхь корня, если (и + 1) отрицательно; они лифетт тря 
м 


нещестиенныхь Корня, изт которых два равны, вели ( + т) есть 
а 

вуль; наконедь, оно иметь два мнимьть корни, вели (Е -Н г) по- 

ложительно. Гакъ, напр, слёдуюция уравнешя им\ыоть: 


27 -|-1005 5-16 =0 


г 22==16 =0 
д 21 2 мнимыхь корня, 


28 =18=0 
#— 1216 =0 
27 — 19%-=16=0 2 раввыхъ вещественных кориу, 


7— 20516 =0 [3 неравныхъ вещественвыхл, 
7 — 100516 =0 } корня. 


ТП. ТРИТОНОМЕТРИЧЕСКОЕ РМИЕЕТЕ УРАВНЕШИ ТРЕТЬЕЙ СТЕЛЕНИ. 


$ 313. Геперь мы нокажемъ, какъ пра помощи тригонометриче- 
скихъ функц можно опредфяить ирямо вс корни, зещественяыя 
или мнимыя, уравненя третьей степени. 

Случай 1. Вещественные корни.— Условие: 


Когда уравнене (1) имфеть вс три корня вещественные и не- 
ранные, то количество подъ радикаломь второй степени ($ 308) 
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отрицательно и зналеше (4} для х представить сумму двухъ мни- 
мыхт количества. Чтобы избавиться отЪ этихЪ мнимыхь символовт,, 
полагаемъ 


тогда формула (4) приметь вядъ: 


ЕЙ 
& эта, по формулв Моавра ($ 301), перейдеть въ слёдующую: 
в (3 му 

ЧЕ [оз Е 


(в, 


гдВ Ъ№ нужно придавать аначевя: 0, 1, 2. Кром того, # непре- 
мВнно долЕно ить одно и то же знач6Н6 въ этихъ двухь чле- 
нахъ, чтобы произведене ух вышлю веществённымъ. Итакъ, 


Й в воз . 


= 


откуда для трехт значенШ # находимъ соотвЪтственно: 


т. 276 8 (#120), ЗУ р воз (+40), 


или 


= ра > 2 о (во 2) Ир оз (120$). 


Для опредфлешя эначенй риф (р, какъ модуль, всегда поло- 
жжительно) амфемт равенства: 


ры эро ® 
С разие ф ее; 


676057? 


изъ вах выводимъ, что 
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Занфчане.—Поли значевне для созф получится отрицательное, 
то отыекивавыь въ таблицахь дугу $’, имёющую тоть же коси- 
нуеъ, но взятый положительно; дуга же р будеть дополвешемъ 
дуги $’ до 180°, 

$ 314. Приифрь 1.— Раздвдить иолуефору на даъ, ривныя части чдос- 
хоетью, параляельною основинию. 

Пусть 


& будеть разетолнв дфлящей плоскости до центра сферы, 
у > радтуст кругового обченя, 
в радусъ сферы, равный 1, 

Ооставляемь уравнен!е: 


9 а 
ея - 


А такъ какь 


то 
21—20 я?) == 


д7— За 1=0; 


или 


изъ этого уравнения и опредфляемь х. 
ЗдЪеь р==—8, 4==1; слёдовательно, 


Итакъ, три корня даннаго уравнешя будуть: 


2.== 250540-= 1,5320888, 
2508200 ==— 1,8798852, 
250580° 0,3472964, 


Провёряемь и находимт, что 2, а. ль==0. 
Изъ этихъ трехъ корней только послёдей отвёчаеть предло- 
женной задачЪ; дЪйствительно, только онъ одинъ положитенень и 
меньше радуеа сферы. 
$ 315. Принфръ И.—Озредилемиь абениесы точекь псресъченя па 
‘раболы а? -==4у ц зиперболи Чту="(а— 1). 
м, в. ПИРОЖКОНТ, АЛГИНРА. 


20 
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Исключая у, получимь ураввен!е: 
4—75--7—=0, 


корни котораго опред®лять абсциесы точекъ пересфчения, Имфемт: 


2=—Т4а=+т 
ю08(—р)=2,53529412 Ю5и==0,84509804 
10127 =1.43186876 Доп 1052 —10==1,69897000 
Доп лювр— 1 44803482 
1ореозф' == 1,99210286 


105 Ир =0,18308889 


'==10%53'36",195 
Ф ==169%693",805 


56122 ,985, (=- $) = 30152". 065, 


(127—% = 63537'52'.065 

108 сов? =1,1748 3874 Зоб сов (50° — ==1,999 1272 
82—01 0300 —0,301 0300 
ЕЙ 0 =0483 9884 0.188 9884 
ор, ==0, 928 4058 108(—1,)=0,484 1456 
2, ==1.099091, 2, ==— 8.048911, 

10 сов( 120 — 1,047 5281 

=0,301 0300 

‚183 9884 

Повирка, 

2:= 1.692091 102; ==0,298 4058 
а, == — 3.048917 ори» ==0,484 1456 
2.= 1356896 0, ==0,189 5465 
а, у алая, = 0,846 0979 


дажиь=ЕТ. 
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3 316. Случай И. Мнимые корни. —Услове: 
о 
Ре +т>9. 


1} Случай, кода р оприцательно. Имфемъ: 


и, слфдовательно, можемъ положить: 


ии = ы ВИ. 


Въ такомъ случаВ 
а 

‚-У- мм рые, 

Пон аа РИ 
илн, послф замёны 4 его зваченемъ 


‚И? 


Вводимъ теперь всаомотательный уголь $, опред®ляемый изъ 
уравненя: 
{апвф = Уве. 


9=и Зы с У —А 


и, слФдовательно, значешя х будуть: 
2.2 
У -: р 2 але вое) = У йе за 


И -1.-И--рлаво— ©0969), 


эм 


тогда, 


— у и- 8 (шиеф Е с0ёэ) 
или —_' 
и ® ИТ. И, Усовве; 

МТТ и УИ. Ире: 


формулы, удобныя для логариомическихь вычиеленй. 
20% 
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Ищемт: 
. 3 г 
1) зто= т 27 
далфе, 


а 
2) шве = У вв 5, 
затБмт» 


3) Е = - овес 


и, наконець, 


4) #=- — 1 совер 5 УТ. Ура. 


Относительно знаковъ корней надо замётить, что вещественный 
корень противоположень по знаку извфетному члену уравнении 
9то сумме вофхь трехь корней равна нулю. 


8 317. Приибръ Н1.— Дано уравнеяе: 
#1 10,811386 | 18,01032 =0, 


Имфенъ: 

в=-— 10,871385, ч==- 18,0108; 
злёдовательно, Юз (. - 2) = 1,677 4908 
и 
деле, 
и 
1) 88а 2540, 
откуда @— 50°, и 2 =5. 


оалЕзф = ЮБмиЕ- ==1,666 6725, 
2) юр бище = 1,889 6575, 
откуда ф— 3794731", 987 


и 2р=75985'8",5 74, 
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5818 БИ резов нм 
0300 Порео р == 1,510 0929 
39 Бир рыбе = 1998 №83 
5059 й и 
вор = 0,847 5501 
31196. фо 


31026 
‚3475501 ХИ. 
$ 318. Примфръ У.— Опредилить ризмиры описании чь арь ви- 
линдри, бокочия поверхность которо равны выпуклой понержности 
доуль еролать имено, пмилонииь въ нимь общее основан, 
Пусть будуть: 


х — ращуеъ шара, равный 1, 
у — радусь основая цилиндра 
и ш— разотояюне этого основатя до центра шара. 


Пишемъ равенство: 


4т(1-- 2) == 4 пул, 


но тавЪ Какъ у=у1-— а, 
то 1-- =и\1- 2), 
или эф 1=20. 


Преобравовываемъ это уравиен!е, полагал 


получаем: 
я 6 — 84 =0. 


Здфсь р==б, 1==-— 34 и 


а 
Е =297; 


значить уравнене имфеть два мнимыхь корня, разыскивать кото- 
рыхь мы ие будем, такъ какъ оня не могуть удовлетворить усло- 
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влмъ задали. РЬшая непосредственно данное уразнеше, по формул 
{8 308), получаемъ: 


в=ИМ УТУ = 
= 34,2336870396 —7/0,2336879806. 


Извленая кубичесв в корни съ помощио логариемических лаблиць, 
находимъ; 


3,2470119 -.. 0,6159498, 
Ули 2==2,63}0673; 


сл довательно, 
д==0,5436891 
и 2%==1,0873782, высота циливдра. 


$ 319. 2) Случай, кода р положиинельно. Полагаеиъ: 


58 
ИР пб; @) 
в у = асов. 
бо в 2 со 2, 


или, послв замфны у его вначевиь Эеофю и эт’ 


Йо И 
„-ИТИ вмз "›--ИЗУ 


Вводи вепомогательный уголь 9: 


тогда 


ие що, ©) 


у= У? Нав, г=— и 4; 
слфдовательно, искомые корни суть 


2. =2у” 


Е 02-5 И-р60вес 9$, 


(3) 
- и Е 50:20. 


получаеит: 


— 811 — 
$ 320. Примфръ У.-Дано урввнене: 


27 2,4473983 - - 0,8765 


‚3473988 


4==—3,876548, р 
06-0) ==0,094 6050, 5 р==0,870 5808; 
ел довательно, 


а 


1057 == 1,680 3986 


1х 7 1,840 1988 
1057 =0,801 0800 
Доп. 108(--0--10 = Г.005 8950 
о Зовбливо ==1,145 6283, (0 
откуда о == 705842", 91, 
$ ==3059'91”,455; 
далфе, ата й = 109 = 2,843 4700; 
аначитт,, Тобшяф == 1,614 4920 (2) 
и ф=29029'22",99, 


2 = 44944144" 44, 


Наконедь, 1052 =0,301 0300 Доп. юз 9е—10 ==0,152 4513 
1050062ф ==0,003 8555 8У-Ь=0185 2934 
в 2 == 1,96 7828 юн: — 037 7447 

Е юда, —=0.261 6188 = 

8) ыя у == 2,1164800, 


2184918; 39 


2; = 
Итанъ, корни даннаго уразнешя будуть: 


2, = 1.184918, 
2,3 =.--0,892459 == 2,176480 ХУ -1. 
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КОНСНЕК" 


$ 306. Приводеые общаго ураваешя третьой  отеневн къ виду: 
зрряи=0:-8 307. РАииено уравцейя: 272=1—8 308. Датебраииеское 
рыщеше уравнении: 2|-ре--9--0.—8 309. Доказываетол, иго предыдущая 
формула даеть только три кория—8 310. Изолбдовале случаев, когда неф 
три кории ие могли бы быть вещественными —8 317. Усдове вощоственяосят 
коре. 312. Заключене.—$ 313. Рьшеше урмвиешй третьей стошеии но- 
средетномь тригонометрическихь таблиць; случай веществеиныхь коншей.— 
$$ ЗМ в 315. Примфрн.—$ 316. Случай, когда два кория-миимые, а козфыри- 
Щеигь ири вхоромь чзеи отридолелент,.-—9$ З17 и 318. Примбры.—$ 319. Слу- 
чай, когда во ффитевть при лторомт. члон® положителонт.—8 320, ПризеВууь. 


ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ, 


ЧМнелепиое ушоне двух уравнейй второй степени. 


Т. Овиый мвходь; нРИМЗРЫ. 


$ 321. Задача.—Начнамъ съ рьшеяйя слдующаго вопроса: 
При какомь Условиь ноизапстная у в уравнении второй атепони: 


Ау"-- Взу-- бе - Ру Её Р=0 2) 


получаеть значеме вида Му-- М, 9 Ми М не зависять от 2. 
Изъ уравнен!я {1), какъ уравненя второй степени относительно 
у, выводимь: 


у=— ВР: урав ван ЧАЕ) (2) 


Чтобы это значене у было требуемаго вида, необходимо и доста- 
точно, чтобы многочленъ, стоящий подъ корнемъ, 


(В Аба) 
предетавляль подный квадрать, а для этото должно быть: 


(Во—2дЕ) —=(В'--440)(0?—чАР), 
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опускавыт, въ обфихь частяхь этого равенства одинаютые члацы 
ВР и затбыь АТлимъ 006 части на общаго множителя А; по- 
лучаемь: 


— ПРЕ Ав -=ААОЕ— —07:. 3) 
Это и веть некомое услоша, Если оно ныполиинь, га зпалеше для у 
принимаеть видь: 
Верт > Ви-аль 
у" эл (ШИ В? — 4А0-- . {#) 
зд ОА ( Г №. ал о) 


$ 322. Общ методъ рьшеня.--Рлишгь тенерь ‘епстему двухъ 
численныхЪ уравнев!й второй степени: 


Ау’-|-Взу |-С’--Ру Е В и=0, {5) 
луне р--вуЕ =. (6) 


Умпожаенъ первое изъ этихъ уравнев!Й на произвольный множи- 
тель Х ни затбиъ оба уравнемя скледывземл, виовг, полученное 
уравнеге можеть заманить одно ивъ дапныхь. Такныъ образомъ 


(АК А-ЫВА- Воду СОА (А-В 
-- (@2.-- Вар Е) =0. (2) 


Произвольное Х мы можемъ выбрать так, чтобы вяачев!я для у, 
выведенныя изъ уравневя (7), были бы первой степени отяоси- 
тельно д. Для этого достаточно положить ($ 321): 


(ВА В’). Р--в) (А-а. В - 
аа -- О-ва НВ - 
ету, (8) 


Это уравнен--третьей схепени относительно » и, слёдолательно, 
будет имфть, по крайней мёрЪ, одаяъ веществевный кореяь. Этоть 
корень вычисляемъ прибляженно и затФиъ пользуемся формулою 
(4) ($ 321); получаемъ два значея1я дия у вида: 


у==Ма-РМ, у=Ме-М,, 


тд М, М, М», М, взвфотныя, выраженныя въ фунющи отъ 
корня Х. Подставляя послфдовательно эти звачешя у вЪ одно изъ 
уравнен!й: (5) или (6), получимъ два уркзненёя второй отелени отно- 
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сительно д, Сл?довательно, всего мы найдемъ четыре значеня для 
2 и столько же для у. 

$ 323. Изслёдоване.-—При приложен!и предыдущаго метода встр®- 
чается нфоколько случаевь которые мы разберемъ съ пфкоторыми 
подробноетями, Прежде всего мы замтамъ, для большей простоты, 
что задача сводится къ опредфленио пересфчея двухъ кривыхь 
второго порядка. Указанный меходь равпосилень предварительному 
опредфленио прямыхъ, совдявяющихь по двф точки пересфчен!я. 

1. Если уравневе третьей степеня относительно » лыфетъ три 
веществепныхь корня и вели въ то же время, по крайней мЪрь, 
доа изъ этихь корней дълаютъ положительным количество: 


(вырвала =, 
то такихъ два корня опредъияють дв® пары веществевныхь сЪ- 
кущихъ, первсфкающихся вообще въ четырехъ точкахъ. Эти че- 
лыре точки суть точки пересфчевя объихъ кравыхт, а координаты 
ихъ дають рётеня давныхь уравненй. 

Я. Если уравневе третьей степени имфетъ три такихь веще- 
ственвыхь корня, изъ которыхЪ только одинъ дёлаетЪ положи- 
зельвымъ количество /, или есля уравнене ямфеть только одивъ 
вещественный корень, но такой, который удовяетворяеть этому 
условно, то двф кривыя имыотъ только одну пару общихъ сВку- 
щих. Въ этомъ с179аЪ придется еще рЪшиать, будут® ли эти 
СВкудця вотрёчать какую-нибудь изъ давныхь кривыхь, иди нЪть; 
въ первомъ случа® оба уравяевя будуть имфть два веществен- 
ныхь рымемя и два мнимыхъ, во второмъ- четыре мнимыхь 
р6шевшя. 

3. Наковецт, есди вещественные корни уравяевя относительно 
> двлаоть отрицательнымь количество }, то оба уравненя имфють 
четыре мнимыхь рышеня. 


$ 324. Принбръ Г.— Дины два уравненя: 


Зи? ау +32 —Зу— 1520 (алиись. 
у 9—0 {парабола). 


Ралаежъ эти уравненя бовыФотно: 


(3+ жуй (9—2 ПВ -лодино, 
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откуда уравнене (Я) отпосительно Х будетъ: 


327-888-564) -|-189==0, 


Это уравнеше имфеть три вещественныхт отрицательных корпл: 


ЕН 


5. 


Количество: 


— 20а 2%) 


положительно или равно вулю для каждаго изъ трехъ вназенй ^; 
сл®довательно, дапныя кривыя допускалотт, три систены общихъ 
вещественвыхь сфкуцщихъ, точки пересёченя которыхъ совпадаютЪ 
еъ точками пересфчев!я кривыхъ, 

Итакъ, остается опредфлить системы еВкущихь и найти точки 
ихъ вотрфчи, При 


1 

5 

оба уравнешя перлой степени будуть: 
у=—2--2=9, 


система двух параллельныхь прямыхт. 
При 


&=0, 
==, 
#=3, 
&==6, 


Эти четыре точки представляютъ вершины трапеши, образованной 
четырьмя сфкущими. ДзЪ остальныя сЪкупия, соотвфтетвующя 


А=—2, будуть дагоналлий этой трапещи. 
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$ 325. Принёрь Н.—Озрейжлить зночки перевьменгя привтхо 


зу -За--6 
— Ву -=0 (вииибола). 


0 (пипербали), 


Пели въ первомъ язь этихъ уравнейй подетавить на мото у 
его значене изъ вхорого уравненйт, 


то получитея непосредственно уралненю третьей степени: 


2— 27&--54= 


корви котораго опредфляютьр точки пересфченя обфихь кривых, 
Это уравнене имфетъ три вещественныхт, корня: два положитель- 
ныхь и разныху, х==3, ий одинт отрицательный, х==—-6. Со- 
отвфиственныя ординаты будуть: 


у=Ьи у=4, 


Итак, кривыя хаселотся в% точкф (3,1) и пересфкалотся пъ топе 
{— 684). 
8 326. Примфръ 11.— Дины два уравненаяг 


У —25=0 (иру), 
Эау---1==0 (зиперболе), 


Разематривая ихъ совыфотно, составляемь уравнеше: 


уу —28—). 


полагая, что оно выражаеть двф прямыя, находимъ; 


—— 


Это послфднее уравнеяе имфеть одинъ вещественный корень я 
дза инАмыхъ, 


Чиобы вычислить вещественный корень, мы воспользуемея фор- 
мухами 6 316-го: 


317 — 


ЮдУно = 1,585 3491, 
аще т == 1,301 3753, 


Вита = 1,167 1201, 
0819 = 1,940 3459, 
105^ ==0,192 1235, 

2 =1,324718, 


Количеетво #=4(? —1) или > положительно при только-цто най- 


3 
денномъ зпачени }, поэтому, оба уравнешял первой степени, 


будуть имфть вещественвые коэфдияиенты и, слбдовательно, 06Ъ 
кривыя допускмоть систему двухъ общихь вещественныхь сфву- 
Щихт. 

Подетавляя эти два зваченя у вт уравнене кривой: 


Зжу—1=0, 
получаемъ уравнен!е второй степени: 


(==) = 


чтобы вначешя х были ведественными, необходимо, чтобы 


При нижнемъ зна первая часть нераввнствь отрицатольла ни 
услове вещественяости является невышолненнымь; отмода выте- 
каеть, что прямая: 


ив вотрёчается съ кривою. 
'Наобороть при верхнемт, знакВ первая часть положительна и 
сФкушая: 
и=--ж№-Е у («+ 
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вотрчаеть кривую въ двухъ точкахъ. Подетавляя въ послжнее 
уравнене на мёето Хи У » ихь чисненимя значеня, находиь ; 


у=—0,4658812--1,150964; 
это уравнеше зыфотВ съ уразнещемъ кривой: 
2%у—1=0 
давть два веществеяныхь рёшев!я для ваданной системы: 


2=1,9607160, у==0,254173, 
п 2=0,567404, у==0,896791. 


$ 327, Примфръ 1М.— Рьнеить снотезуу двух» уравнение 


Чу’ 9 —-365=50 (оламись), 
2--18==0 '(итерболо). 


Условное уравнен!е: 
23— 144% — 489 ==0, 


Это уравнене нифеть всё три корня вещественные: первый-—поло- 
жительный и содержится между 18 и 14, два дру1е--отрицатоль- 
ные и содержатея между Зи —4 и между —10 и — Ц, Изь 
этихъ трехъ корней только первый дфлаеть положительнымъ 1о- 
лачеотво 

&=\ 


слвховательно, существуеть только одна нара веществевныхь 0%- 


Кущихь: й 
И +3). 


Докажемь прямо, что ни одна изъ этахь двухь прамыхь не мо- 
жеть вотрчить задвивыхь кривыхъ, Дйствительно, подставляя 
значете у во второе изъ двухъ данныхь уравнев!: 


зу —12=0, 


получаемъ два уравненёя второй степени: 


+3 Е т 
= (-. АТИ Узи фо, 


— 319 — 


условв вещественности корней котораго есть: 


32-18 (1 = ЗУ ">50, 


20; 


или 


я 
АИ 


очевидно, что это услолю не будетъ выволнено, асли при радикал 

озить отрецательвый зваюр, потому что тогда всф члены въ злой 

чисти вышли бы отрицательными, но и при пололиттольномь знаке 

это услове ле удовлетворяется, такъ какъ ^>13. Отеюда заклю- 

чаему, что обв прямыя не могутъ вотрчаль кривыхъ в, схФдова- 

тельно, задавнаи система уразнемй ямбеть только мнимые корни, 
$ 328. Примбръ У.—Даны диъ гнипрболи: 


49—41 
Зну— 4-8 =0; 


опредиминь точки ища перемен, 
Значене у изъ второюо уравыевя, похставлениее въ первое, 
призодить къ уравненцо вхорой ставени относительно л: 


-.Зби--16-0, 


Соотвт- 


5 их 


ныфющему два вещественвыхь корня: х т. 
ственныя значеня у будуть: у и ч=8. 

Но хакъ какъ об% вадянныя кривыя суть гиперболы, отнесен- 
ныя къ общей авимптоть, какъ оси абециссь, то кромз двухъ 
олько-Что наденныхт точекъ иересжаеня, опё имфютъ еще дб 
другя точки потрфчи, на безконечно-далекомь разотоян и отъ начала, 

у 
Въ самомъ дЪл, замфняя х черезъ ; и приравнивая дпугь другу 
значен!я у, выведенных изъ пбоихь данеыхт уравивы , получаем 
уравневе четвертой степеля: 


52—36 76 


9, 
четыре корня котораго слдующе: 


4°—0, откуда 2=0, 
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и такл, какъ 2=1, то для дамныху уразненй мы будемъ имфть 


четыре рёшень: 


у=0, 
у=0, 
9 
=>, 
3 
„=. 


$ 329, Частные случаи. — Рашев двухъ уравненй второй сте- 
пени съ двумя неизвфотвыми приводится, въ ифкоторыхт, частвыхь 
случаяхь, къ рашевно или биквадратиаго уравнен!я, или уравнен!я 
второй степени. 

1. Когда 06$ кривыя—лониснтричесня и отнесены въ ихъ об- 
щему дентру, как началу, то уривненя ихъ не будутт содержать, 
членовь первой степепи относительно перемвиныхт, и исключен! 
одной перемённой дасть бниквадратное уравнев!е относительно дру- 
гой перем нной. 

Примфръ: 


169"— 16жу-- 542—400=0 (залииеь), 
у—2--16-=0 (зимербола). 
Рашен!я по-парно равны, но противоположны по анаку, 


3. Когдв 06% кривыя—юмофокалены и отнесены къ ихъ общему 
фокусу, какъ началу координать, то оба уравневшя примуть видъ: 


(ау в --в)*, 
ау нив-е, 


откуда 


я 
(аду) =0; 


каждое изъ этихъ двухь уравневй первой степени разематриваему 
совыфотно еъ однимъ изъ заданныхь уравизнй. 


или 


Примфръ: 


Зу—дау-- 49-е 1-50 (оторбола), 
Зуй — ЗЫ 5—1 = 0 (парабола). 


— 821 — 


3. Если 1065 кривыя имыють обдИй фаметрь н отнесены къ 
систем$ косоугольныхь координать, въ которой за ось абедиеел, 
принять обнИй маметрь, а за ось ординать прямая паранлельная 
хордамъ, то оба уравневя будуть водержать перемёяную у только 
во второй степени; исключая эту перемфнную, мы нашу задачу 
приведемь къ рашенно уравненя второй степени относительно 

Прииёры: 

2у*—35—86-=0 (юарабола), 
У-5я-—80=0 (элаитоь). 


4, ели 06 кривыя подобны и оходстиенно расположены, то 
‚козффищенты членовъ второй степени нъ обоихь уравнешяхъ с0- 
ответственно пропоршональны; умножая въ такомь случа одно 
изъ уравневшй на надлежаций множитель и вычитая изъ другого 
уравиев!я, получинъ въ результал® уравиеве первой схепени, 


Прииёръ: 


у--2лу— Ва? 62-40 —0 (зелербола), 
у ыру — 62? —Бу-|- 37==0 (стерболо). 


5. Если об кривыя представляють гиперболы съ общею асими- 
тотою и отнесены къ этой асимптот®, какъ оби х-овь, то оба 
уравневшя содержать перемфяную х тольво въ членф съ ху; въ 
этомъ случа исключене х дастъ уравнене второй степени отно- 
сительно у. 

4 Приибръ: 
уе ву-—10=0, 
Зу’--25у— 10,8 ==0. 


ПП. РАШЕНЕ УРАВНЕНИЙ ЧЕТВЕРТОЙ СТЕПЕНИ. 


$ 330. Методъ рёшеня.— По только-что ивложенному методу мы 
приводимъ рёшене уравнев?я четвертой степени; 


Я родий 9=0 
къ рышеншю уравноня третвей степени. Въ самомъ Вл, вели въ 
декиомъ уравнени замфнить 2’ черезъ у, то получатся уравнене; 
уе-Нажу Нау-ея--а=0, 
Ы, В. ПИРОЖКОВЪ, ЛИРЕВРА. 21 
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а это значить, что рёшев!е уравнен]я четвертой степени приведено 
къ рёшевно двухъ уравненй второй степени съ двумя неизвЪот- 
ными, которыя мы можемъ рфшить посредствомъ уразнен!я третьей 
степени относительно Х. 

8 331. Примёръ.—Дано уравнене: 


ВЕ 4=0, 


не имбющев соизмфримыхъ корней, 
Полагаемъ 
ай ==у (нарабола); 


въ такомъ случа данаое уравнен!е приметь вядъ: 


у — му —8у--125—4=0 (имербола). 


Рьшене же этихь двухь уравнен!й приводится къ рёшенно урав- 
неня третьей степени: 


234-18\1-{-56.—64=0, 
инзющаго три вещественныхь корня: 
= 8 = 4-36, 


Количество 
#=4(1—)) 


положительно при каждомъ изъ этихъ трехъ значевнй ^; слёдова- 
тельно, данныя уравяон!я имфють три нары общихь сЪкущихь и 
четыре вешественныхь рёшеня. Уравненя сзкущихь, соотв®т- 
ствующихь второму и третьему корню уравненя относительно », 
олфдуюдия: 


А=—4+215, 


В 
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Отыскивая точки пересфчевя этияъ двухъ сиотемь прямыхъ, по- 
лучаемь непосредственно корни уравнен!я четвертой степени: 


ЕЗНИ? нз=фЙ И 


КОНСИЕЕТЪ. 


$ 321. Услоше, ири котороль уравнеше второй степени съ двумя пере- 
мфиныйи ириводитея въ двумЪ уравнениь первой стецени.—8 322, Приве- 
деве двухь уравнен! второй стенешя съ днумя пензафетиими кф уравненно 
третьей стснеши—б 323. Перечнслен{е радзичныхк случаев, —88 324, 325, 
326, 327 и 328, Примфры.—8 328. Частпые случан.—8 330, Рашен!е уравнешя 
четвертой степени. 331. Иримфръ. 


ТЛАВА ПЯТАЯ, 


Пуиры вфкоторыхь замфчательныхт алгебранческихь ире- 
образованй. 


$ 332. ЦЕЛЬ этой главы,—Во многихъ случаяхь правила иечис- 
лешя въ ихь общемъ пидф приводячъ къ чрезвычайно сложвымъ 
выкладкамъ. Искусство математика — упростить дЬйствия, пользуяеь 
пастнымь видом поставленнаго вопроса, и такимъ образомъ придти 
болЪе прямымь путем» къ ожидаемому результалу, Подобныя упро- 
щеня требують большато навыка въ анализ® и нерфдко даже 
истинной гевальвоети въ ивобрытени методовъ; понятко, что мы 
не можемъ дать общихь правяль для такихь преобразован. Мы 
ограничимся изложеншемъ нфоколькихтъ, наиболфе извфетныхъ, алге- 
браическихь примровъ, въ которыхъ знаменитые математики до- 
вели до высокой степени свое вналятическое искусство. 

$ 333. Задача 1 Дань мноочлень второй степени съ тремя пе- 
ремьнными: 


Аа А д'-- 9 Вур--2 Во-о В" ау 2бь-у--26*«--Т; (1). 


требуется золиьшить 2, у. # тремя новами яеремънными такими, 


хоторыя вз первами связаны соотнонежями: 
91* 


= 
у и -- Ро чо, (2) 


подчинены саъдующиме условялмьг 
1. Мноючлень должень принять види: 


бий -- во а" | Ни-- Н®-- Н"ь-- К, (3) 


2. Девять нозфуфиийентова: 1, в’, в’, В, В’, В", т, т. 1" долень 
быть связаны соотношенями; 


а уе инь} аи =, 


а 9 ==, аа ВВ" 
=], д у, 


@ 


Эта задала вотрёчается въ аналитичеекой геометр!и при упро- 
щев!и уравненя второй степени посредствомъ замвны одн®хъ прямо- 
угольныхь осей координать другими, прямоугольными же. 

Ункожаемъ соотвфтотвенно уравненя (2) на а, В, 1 п зат®ыъ 
складываемъ ихь по-чденно, принимая по вниман{е уравнения (4); 


находамъ: 
В --18 


уаз Ву т, 
оо Му’. 


точно такъ же 


СлЪдовательно, чтобы многочлены: (1) и (3) были равновначащими, 
должно существовать тождество между членами второй степени; 


Ода -вуеиу-Е в агата ата Вуз 
ААА" Роу, 


& это даеть шесть слёдующихь уравненйй: 


боем д, Е И: 
Сао де Феи бар в" = В, $ 6} 
ва ав = а", Е: 


Умножаемъ первов, четвертое и пятое уравнен!я группы (5) со- 
отвЪтотвенно на а, В, 1 и затЪыЪ складывяемъ ихъ; 


ба да" В. (4) 
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Умножая второе, четнертое и шестое уравнены той же группы 
соотвтетвенно на В, < ити складывая, находниъ: 


вр А-В Ви 4 
точно такъ же 


в Ач вч-- 88, (4) 


Эти три равенства представляютъ уравнен!я первой степени отно- 
еительно а, В, т; поэтому, для каждой неизвфстной можно полузить 
лишь одно значев{е, ебли зполько общ Й знаменатель не нуль. За- 
мчая же, что, съ одной стороны, эти уравненя удовлетворяются пря 


4=50, В==0, 1=0, 
& съ другоё, что таков рышене не допустимо въ силу соотноше- 


в (4), выводимъ, что знаменатель долженъ быть раненъ нулю, 
ТЕ. что 


(Ав а—ва"— в) ВАНА В" "+ 
2вв'В"=0, 


уравнене третьей стецени относительно (7. Умножая первое, чет- 
вертое и иятое уравнешя группы (5) соотвётственно на о’, 8’, 1", 


получаем: 


би’ да! В"; (В) 
точно такъ же найдемъ: 

= А --Вн'-- Ву, (в) 

бр д" в В, (В) 


откуда, подобно предыдущему, выводимъ, что знаменатель неиз- 
въетныхь: а', 8', 1, опредфляемыхь изъ этихф трехъ уравненй, 
долщенъ быть равенъ нулю, т.-е. что 


(АРА -ФА"фб-фВчА- 6) ВА ВА"-О-- 
2вв'В"=0. 
Наконець, такимь же путемъ получимъ равенство: 
(Аааа вв ВВ -6) 
— ВА" в" )--2вВ' "0. 
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Итакъ, (1, 6’, @" суть три корня уравнен!я третьей степени: 


(А-а! (И) ВАРВА) ВА" 
-2ВВ'В"— 0. (6) 


Можно доказать, что зто уравнен!в иметь три вещественныхь 
корня. Для этого вамтамь, что вму можно придать видь: 


р ь р | 
ар Нав еР Киты = — | (7) 


ВЪ СамОМЪ ДВЯЪ, вели мы оснободимея отъ зваменателей въ этомъ 
уравненш (7) и результать сравнамъ тождественно еъ уравне- 
эйвыъ (6), то получамъ ураввен!я: 


2Р'Р'—=В, 2Р'Р- В", 2РР-=В”, РрРР’-=ВВВ, 
которыя удовлетворяются при 


В. га ВВ 


Р= ‚Р= 87 Р-Р: 


такимъ образомъ, уравнен!е (6) праметь видъ: 


в вх вв 
д . 
Ир +1-0 ® 


—#— 1-в— и в— 
А—# з 1—5 - "2 — Пр 

Далфе, чтобы доказать вещественноеть возхъ трехъ корней этого 

уравненя, полагаемъ: 


ВВ" ‚_ ВВ» ВВ 
АВА д-Врны а, 


и допустим, что эти три количества расположены въ возрастало- 
щемъ порядЪ, т.-е. что » есть наименьшее, а у— наибольшее изъ 
нихъ. Обозначая черевъ е очень малое число, подставляемъ послф- 
довательно на мфсто х въ первую часть уравненя (8) велачины: 


ео, Хе, Аа, ве, ира, ув, ура, 4 ©; 


— < и-- «5 обратять первую часть въ -|- 1; результать же 
другихъ подставовокъ усматривается непосредственно, потому что 
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каждая изъ нахъ обращаеть какой-нибудь одвиъ изъ членовъ въ 
безконечио большую величину. Кром того, замфчаемъ, что вов 
три числителя— одного знажа, одинаковаго со знакомт В3В’'В"; чтобы 
на чемъ-нибудь остановиться, предположимъ, что этоть внажъ 
воть --. Результаты выразатся слёлующею табляиею: 


Итакъ, подотановки даютъ шесть перемфнъ знака, но при этомъ 
между ви Ав, дви ре, у—ви 9-|-в фунюшя проходить 
Черезь со и претери®ваеть разрыяъ непрерывноети; поэтому, должно 
заключить о существоваи толька трехъ корней: одного-—между 
АЕ ив другого — между м--е и у—в, и третьяго — между 
уз и 5; иначе говоря, эти корни лежать соотв тственно между 
Хирриууя 95. Очевидно, что они неравны во вофхъ тхЪ 
случаяхь, когда \, № и у различны. 

Рьшивъ уравнен!е (6} и найдя знеченя ©, @’ и @", мы изъ 
уравненй первой степени; {.4), (В), (0) опредфлямь отнотезя ко- 
личествъ: а, В; т, а, В, а", В", * 

Предоставляемь читателю изелфдонать различные частные слу- 
чаи, каше можеть предотавить это рёшене, и, въ особенности, 
тоть изъ нихь, когда А, ри у равны. 


8 334. Задача |.-_Рьшиинь слидуюциую систему трежь уравненй: 
2 з а 

евр 0 

(2) 

(3) 


Эти уравневя вотрёчеются при разыскавя пересфчаня такихь 
трехъ поверхностей второго порядка, главныя сФчен!я которыхъ 
иизють обще фокусы, 
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Освобождаясь отъ знаменатеней въ этихъ уравненяхь, лолучаент: 


пение 
— 027 =0, 

нения) 
и, 

п-ов) 
—я=0, 


Отсюда видно, что 7, у", р’ суть три корня ураввеня: 


УХ. Х\* | 6. | 27. | 2. | :?). | Хотя | сай -|- 22. | $) 
оерин=О 4 


слЪдовелельно, имфемъ уравнене:. 
алеф, 


изъ котораго опредфляетея 27”. 
Для получения у” и д" замфтимЪ, что если положить 


в 
Фи Тан 


в 
ии НИ 


отличаюцщияся отъ первыхь только тфмъ, что 2? и у? измфнены на 
Уи а, р риу на р, иу, $ на — 52 ис" ва с — В. Новтому, 
можно Баписать: 


ре руе-рииди), 
Подобвымъ же путемъ находимъ: 
ели р"). 


Изъ двухь послфднихь уравнев!й и опредфляются 2? и у. 
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Значеня 27, у?’ и =? можно было бы получить непосредственным 
рртевемъ данныхь уравненй, которыя вс— первой степени отно- 
сительно этихь количеству, но выкладки при таком с10соб% 
были бы значительно дляннфе. 

Замфтимъ, наконець, что такъ какъ р?, р’ и у? суть корни 
уравнен!я (4), то 


рем ней 


и, сифдовательно, 


формула, полезная при многихь разыскавяхъ, непосредетвенная 
повфрка вя требуеть нфкоторыхь выкладокъ. . 

$ 335. Задача 11.-— Пусть т, $", ... обозначають вльдующая 
линейныя функций 


о = у На |... 

о а Ну ее... НВ 

оао ее... НР, | а) 
оть неизвьетныхь 2, у: 1... в пусть чиоло эатизь функцией выпие 
числа неизвюстныль. Байти среди воьть систень коэфуфиентов: 
я, \,\... , незаомеящить отъ 2, ура). 6, в дающить томс- 
дество: 

и"... =, [0 
знаную, при которой сумма: 

Чень. 
была бы нанменыиею (зиттит). 
Полараемъ: 

ара а". ,.=Ь 

фу Ни -Н... =, ©) 

О | 
Ь\ь... будуть линейными функщями отъ 2, уд... И ВЫ- 


разятея черезь эти послёдейя слёдующинъ образомъ: 
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Е дха? р ухар-Ряае |... За 
ЧЕН у 266 (+, 8) 
= имае Руа" ‚.. В 
яв 
Са ана? Ча"? . 
Забор Рау а'Ф"--..., 
Число количестве: & лу, 6, ... равно числу ® неизвфстныхъ: 
п, ув... ; Поэтому, можно получить поередетвомь исключеня 
уравнен!е вида: 

&= А-| (ва): (ая... , (4) 
въ ноторомъ (аа), (аВ), (97),...еуть коэффишенты, независяние 
оду... вт, 6, . . совеличины, которыя мы умфемъ 
Находить. Это ‘уравнев1е удовлетворится тождественно при замвн} 
1,6... . ихъ значешями (3); сл8довательно, полагая 

а (64) --6 а -но @д--... =, 

а’ (а <) (ед --... =, 

Е ® 


а" (аа) 


Ва) счет)... а, 


умножая, затёмъ, эти уравненёя соотвфтетвеняо на и, 9, 9',... 
и складывая ихъ, мы будемт имфть, на основав и уравнений (2) и 
(4), тождество: 


виа ао"... = А, (5) 

если только замвнимъ 9, 9, 0",... ихъ вначещями (1). 
Полученное уравнен!е показываеть, что между разлачными си- 
стемами кооэффищентовь: х, х, х',... , удовлетворяющихь усло- 


вю (#), должна находиться система: 


жа". 


Еромё того, при всякой систем, вычитая тождество (5) изъ тоя 
дества (#), находимь тождество: 


ии ал... АЖ 
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отсюда, замёняя у, 9’, в’... ихь вначенямн (1) и приравнивая 

нулю козффищенты при м, у, #,..., ВЫВОДИМЪ; 
и—а-ы-е - еи-аа4,,, =0, 
Ро Ро... =80, 


аа и бе", ==, 


Умвожаемь найденныя уравнемя на (д), (23), (а), ... и скла- 
дываемъ; въ силу системы (4} получится: 


ааа аи, = 


удваиваемъ 06% части этого равенства и вычитаемъ изъ тождества; 


рии... и... 


ревультать будеть: 


еее . о ааа. аи... 
Слёдовательно, выражение: 
и -|- 
будетъь имфть шипит при 
жа, я! = 
$ 336. Выранеше пипртиога.—Значеня а, <’, &',. . . ваданы 


уравнен1ями (4); чтобы получать ихь, достаточно подотевять туда 
вы\фето (аа), (96), (а1} значешя, которыя мы моженъ вывести изъ 
уравиенШ (3) поередствомь извветныхт премовъ. Мпанила же мы 
найдемъ слёдующимъ обравомъ. Изъ тождества (5) вытекають 
уравнен1я: 


да на"... 


1, 
тЫ | 
а (6) 
ва а ея" --, 6, | 
если замфнить ВЪ немЪ т, 9, %",... ижь значенями (1) и при- 


равнять тождеставино другъ другу козффищенты при 2, у, 2,... 
въ обфихь частяхь. Умножаемъ эти урёвнен!я соотафтственно на, 
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(аа), (23), (&7),... и складываемъ, при чемъ принамаемь во вни- 
мае соотношеня (4); получамь: 


аа -... =). 


Такимъ образомъ (24) есть искомый шшпиит, 
$ 337. Значения, принимаеныя х, у, 2... — Если бы в, 9, и",.,. 
были бы пулями, то изъ тождества (5) слФдовало бы, что эначен!6 
=, удовлетворяющее уравненямъ (1), было бы #—А. Но такъ какъ 
число уравнен!й; 
20, 90, и! = 


превышаеть число неизвфотныхть, то, вообще говоря, невозможно 
удовлетворить строго этимт, уравненямъ. Въ такомъ елуча% мате- 
матикя принимаютт значене х=4, какъ удовлетворяющее урав- 
зенямъ съ возможно степенью точности. Подобное же вычислен!е 
дало бы эначеня для у, г,... у; обозначаемъ эти послёдея черезъ, 
В, 0,... Невозможно, чтобы эти значенйя обращали въ нуль всё 
количества: у, 9', 9"',..., но можно доказать, что они обращають 
сумму ахъ квадратовъ въ сколь-угодно малую величину. Сначала же 
мы выяесвинт, почему принято нами известное обозначен!е для 
коэффищевяовь въ нашихь различныхь формулахь. 
Выше мы нашли; 


нат... == (2). (2) 
'Такимъ же премомъ можно доказать, что 
фра а... 


Въ самомь диф, В, В, В" . удовлетворяють формуламъ: 


9--а "ам". =, 

ВНОВЬ... .=1 

ое и. ., 0, (8) 
} 


если, теперь, мы умножимъ значен!я а, о',... (4) ва В, 83, 
результаты сложимъ, приняяъ при этомъ во внима уравнения (8), 
опредфляющя В, В',..., то найдемъ: 


ани... 269) ®) 


такое же доказательство будеть и для остальныхь подобныхь фор- 
мулъ. Итакь, принятое нами обозначен для коэффищентовъ слу- 
жить въ то же время мнемоническихь прэвиломь при составлени 
равныхь имъ выражен!й. 


$ 338. Митим для о" -- 
ау ое... 


подетавимь на мото 2, у, 2,... найденное выше значеше (А) в 
другя, подобныя ему, значе я, то, имВи въ виду формупы (4), по- 
лучимъ: 


и"... — Ноля въ уравнении: 


ое... + {10) 
гдВ 


А=аа-ев-нео--. . .- 


Точно танъ же: 


а 9 НЗ... М, 

ори... НА, (10} 
гл% 

мА НЫ -6--... И, | 

Ма АНИ ВС: | 
7), м... выражають значеня о, 5’, ф",... пра значення 
ду... , Равныхь соотвфтетвенно А, В, (,... Полагая, 
теперь, 

ан ---..., 
мы составимъ эту сумму, умножая уравнен1я (1) соотв тотвенно на 
9,9, %",,.. и результаты стдадывая; прянявъ во внимане урав- 
нен\я (5), найдемъ: 
ое... Ню НИ ,.. 


Подетавляя на мото ©, 9’, %",... ихь зналешя, выведенныя выше, 
и замёчая, что въ еплу тождества (5) 


аи рат... =, 


получимъ: 


оу... ВА чВ-60—.,. НАНА 
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Умножая же соотвётетвенно уравнешя, опредёляющя », №', А"... 
на }, п... и складывая ихъ, мы можемъ написать: 


рить. о =амерАт-Нии Ч... Еба-нма-иайч-.. А 
ЗНОмиы-Ь .. вене е" ... 0+... 


Каждая изъ сумымъ, заключенныхь въ скобки, равно нулю. ДЙ- 
отвительно, напр, да-№в'--^"а"--... ) есть значеше, которое 
принимаеть & въ уравнен!и (2), воли зам нить въ немъ 9, ', $",.., 
черезъ >, №, ^",.,., или, что одно и то же, 2, у, #,..., черевъ 
А, В, 0, ; такая же подотеновка обратить & въ нуль, какъ 


; 
это видно по уравнен:ямъ: (3) и (4). Такимъ образомъ имфемъ: 


ри, =М-ЕМИЬМИР... 


и, ол5довательно, 
9—4) в)ь-б--...- 


Подетавляя на мото (2—4), (у— В), (#—0),.. .вначеня, выво- 
димыя изъ уравяеня (А) и изъ уравнев!, аналогичныхъ съ вимъ, 
отнозительно у, 2...., Находимъ: 
оыде--+6т2+... 
ереее-рвочен Ничьи... 


Это же по формулам: {7), (9), (10) праводитея къ: 


ВМ... НАУ ..., 
откуда ВИДНО, ЧТО 


аи... 


есть, какъ мы и предположили, шнитит 9. 


БОНСЦЕКТЪ. 


$ 332. Цль этой главы.—8 333. Упростить первую часть уравнешя вто- 
рой степенн св тремя перемфнными при переход$ оть однихь прямоугохо- 
зыхт, оей къ другим, прямоугольныыь же. —8 334. Найти хочки перееёчешя 
такихь трехъ поверхностей второто порядка, тдавиыл сфчешя которыхь 
нъ-Зыють обще фовуеы.—88 335, 336, 337 и 338. Рьшеве спотемы, въ которой 
чиехо нвизветныхь ппже числа ураваенёй, по условно, чтобы сумма квадра- 
тов нервыхь частей этахъ уравиен!й была бы тайлини; это воть методь 
паимомьшихь квахраховъ, 


ДОБАВЛЕНИЕ 1. 


0 рьшенЁх уравненй первой стелени. 


$ 339, Общая формула для значений неизвёстныхъ. — Равемотримъ 
в уравненй съ в нензвёстными: 


а ада, ... аш Ь... ая, 
оная, Раз ‚фаз... а =, 

р +. аж... На, м 
+... аш... На, =. 

Здесь в ды са, 6, @,..., а... @ обозначать кв- 


е-угоцво козффищенты, совершенно независящ!е друг отъ друга 

тавъ, напр. @ вв есть квадрать а: цифра 2 служить только 

указателемъ. Вообще, ай в имфеть никакой связи ст а; п никоймъ 

образомъ не предотавляеть 2-ой степеня; нажв! указатель $ воть 

нумеръ неизвастной, в верхн! указатель й есть нумеръ уравнения. 
Составляемъ произведен: 


РЕ, бубь- а.) — а, 
{ар-а,) ... (ага) 


(аа)... -(а а Дааа, .,. 
(ааа) аа) 


вобхь коэффищентовь иперваго уравневя на ихъ веевовможныя 
разности но-парно, при чемъ въ каждой разности вычитаемов взято 
еъ меньшимь указателемъ, чёмъ уменьшаемов. Производене Р в0- 
стоит изф большаго числа членовъ, куда количества: 41, @,, т @, 


входять съ равличнымн показателями; каждый изъ членовъ за- 
ключаеть въ себЪ вов буквы: а, а, ...,@,, но показатель 
каждой изъ нихъ не превосходить и. Назовем чЧерезъ Е выраже- 
н{е, въ которое обратится это произведен! е, если принять въ немъ 
показатели за верхи!е указатели; тогда В будеть состоять авъ 
различныхь коэффищелнтовь заданной системы, и каждый изъ нахъ 
войдегь въ каждый членъ въ первой степени, потому что, по пред- 
положевно, мы замВнили показатели указателями. Тазъ, напр., если 
1-я отепень оть а, зходитЪ въ произведеше Р, то, чтобы получить В, 
мы замблимъ ее коэффищентомь а’ при 2; ВЪ 1-омъ по порядку 
уравнени. Такимъ образом, оба. выражентя, Ри В, будуть писаться 
одинаково, хотя и выражать совершенно различныя значеня. 

Предположим, теперь, что члены Е, содержал!е а; СЪ однимъ 
и тБыъ же верхнимъ указателемь, соединены въ одинъ; тогда 2 
приметь видъ: 


Ва а-А--... Рай... +4, @ 


тд 4, Аг,..., А? предотавляють суммы проиаведевй, въ кото- 
рыя, очевадно, не входить ни одно изъ количеств: а’, ай, =... 
Можно утверждать, что существують сяфдуюния равенства: 


= дааа... -- А, 
О— д-р ара... Аа, 
о дры-на-рам Н.А 8 
О а Нар А... АМИ, 


или, другими словами, что выражен! В обращается иъ нуль, вели 
замфнить во вофхъ его членахъ нижиШ указатель $ при букв а 
какимъ-угодно другимь значешемъ: 1, 2,...,#,..., я. Вь са- 
жомь дЬлЬ, такъ кань (а --а)(а, а)... (а,—@) входить мно- 
жителемь въ выражене Р, то это посифднее обратитсл въ нуль, 
вели ноложить, напр., = результать такой подотановки дояженъ 
быть нудемъ, независимо отъ значення, приписываемаго буквамъ: 
а, а,.... а, Знвчить, члены должны тождественно уничто- 
житёся, будучи по-парво равными, но съ противоположными зиз- 
ками. Очевидно, что это тождество останется вт сил, вели принять 
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показатели за указалели; а въ такомъ случа мы перейдемъ оть 
выражешя Р къ выраженю В. 

Доказавъ, такимъ образомь, равенства (3), мы, очевидно, полу- 
чимъ значене а, если умножимъ данныя уравненёя (Т) на, 4}, 
4, ..., Ат и еложииь ихт. Въ самомь дзлб, козффиенты 
при 2, бы бра, баке выйдутъ равными нул10 въ 
силу уравненй (3). а козффищенть пра я; на основани уравне- 
в1я (2) обралитея въ И. Олёдовательно, будетъ: 


Пиар 


-... 4%, 
откуда 
АНА, 4... АН 


ет . О) 
: В 
Итакъ, составиеь знаменолнель В, составляють числитель какой-уодно 
неизвьетной 2, замтняя въ камедомь член В позуфищенты: а’ ай... , 
а" приз; соотвлуяственными изтъестными членами 1, 1...) 


=. 
Посредством» такого према мы получииъ значене каждой ивъ 


неизвфетныхь. Вов эти значетя имЪють одинъ и тоть же знаме- 
натель В. Нели В не пуль, то калкдая неизвфетная пыфетъ вдин- 
ственное и опредфленное значеле; системи уравнеЙ въ этомъ 
случа не представллеть никакой особенности. Изучена выра- 
зкемя В празодитъ къ весьма важяой теор алгебрлическаго ана- 
лиза, излагать которую мы злфев не можемт. . 

$ 340. Мы сдьлаемт, все-таки, язсколько замёчаяй относительно 
вида знаменателя Ё и сначала докажемь слВдующую теорему: 

Теорена.— 17роизведеме Р и, сльдовалтельно, выражене В измь- 
няють знань, не цзмюняя своею знаменья, воли переставить ве нить 
взаимно уназетели: вис. 

Въ самом, дфив, въ произведеви Р такая перестановка вляетъ 
только на т® множитель, куда входить @, ИЛИ @,, Т-6 На. 


ога)... Ча ааа... @ы)... ва.) 
(@,— в}... а, ааа)... ва, Ханытв,) а, -а.), 
дри чемъ предполагается, что с«е. Если измзнать в на с’ ис" 
на. с (не измёняя, понятно, указателей: е— 1, в--1, о —1, #1, 
отличныхъ отЪ си с’), то всф соотофтотвенные иножители сохра- 
нятЪ одни И т8 28 абсолютныя вначеня-произойлеть только ив- 
реетановка ихъ,—но ифкоторые при этомь измёнять свой знань. 

1. Множители: (а— а, }(а,—@,)... (а,—@,_,) первой етрокя и 


м, в, пиРОЖЕОВЪ, АПЕВОРА, 22 
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мношители: (а,—@,)(@,—а:) ... (а,—а,_:) второй строки перем®- 
наятся только местами. 
2. Множители: 


ера) аа)... @, 
ные ан)... @,— 


изыфняются по абсолютной величин, но каждый изь нахъ стано- 
вится равнымъ своему соотвЪтетвенному члену въ другой строк, 
ваятому еъ противоположным знакомъ. Вобхъ же такихь изм$- 
нев въ знакахь булеть 2('—с—1), что, очевидно, не нозмяеть, 
на знакъ произведеня. 

3. Множитель („-—а) иамфняется только ‘по знаку. 

4. Множители: ° 


а) ци-а) ... @, а), 
ааа. вай) 


нишь взаимно переходать одинъ въ другой. 

Итакъ, произведен!е измВняется только подъ вмяшемъ ивиЬ- 
вьШя въ знакв (а„—а,); слбдовалельно, Ри Е изифняются по 
знаку, безъ измфнеыя абсолютной величины, когда с измфняется 
ло, 8 В с. 

$ 341. Слёдетве.—Изъ предыдущаго предложен]я вытекаеть, 170 
85 наждомь члень мноючаенов: Ри Е показатели двуть буквы: @, 
&, непреньнно различны. 

Въ ‹амомъ дблв, если бы въ какой-нибудь изъ членовъ этихъ 
выражешй а, и а, вяодили съ однимъ и тёмъ же покавателемь, 
то этотъ членъ не изм®нился бы оть взаимной перестановки ука- 
залелей: сис’ и, слёдовательно, вошелъ бы въ составъ какъ много- 
члена Р, такъ и многочлена — ФР, отличающагося оть Р только 
знакомь; отсюда заключаемь, что онъ вошель бы два раза въ Р 
съ различными знаками и могь бы быть поэтому опущенъ, 

Кром того оо, 910 каждый чуенъ содержить, по крайней 
мЪрЬ, одинъ разъ каждаго изъ нножителей: а, а,..., а, и 
такъ кавъ показалели этихе буквъ никогда не нревосходять я и 
въ то же время во различны, то они предетавять не что иное, 
кажъ ифкоторую перестановку чисель ряда: 1, 2,..., м, и общ 
членъ Р (или В, 110 одно и то ще) будеть: 
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та, @,..., @, обозначають цфлыя числа: 1, 2,..., и, ВвЯ- 
тыя въ ифкоторомъ порядк®. 

Сльдовательно, размёщая множители въ нздлежащемь порядкЪ, 
можно этоть общий члеяъ написать въ слёдующемъ вид»: 


Ня ” 
о, ть, 


тдё В, В,..., В, также предетавляють числа; 12,..., м, 
взятыя въ ифкоторомь порядкф. 

$ 342. Соетавлене В.—Послёднее замфчане даеть возможность 
составить воф члены А; останется только выбрать надлежапий 
внакъ при каждомъ изъ нихь. Для этого припомнимъ (8 340}, что 
воли первотавить взейыно въ Я два нижнихь указателя, то В 
Должно ивмнить свой знакъ: положительные члены перейлуть въ 
члены, бывние до перестановки отрипахельными, и обратно. При 
слфдующей перестановки двухъ указателей члены, бывц!е перво- 
начально положительными, скова прюбр8туть знакъ -- (повятно, 
что пря этомъ не возетановится ихъ прежняя абсолютная величина); 
вообще, при четномъ чиедь перестановохъ надъ двумя указателями 
одви положительные члены изыфыятея въ друме положительные, 
& при нечетномъ числ первстановокъ положительные члены измЪ- 
нятся въ члены, бывийе до этого отрицательными, и обратно. По- 
этому, чтобы опредфлить, будуть ли два давныхь члена одного 
внака, или противоположныхь, достаточно сосчитать число пере- 
становокъ нижнихь указателей, необходимыхьъ для перехода отъ 
одного изъ разоматриваемыхь членовъ иъ другому: если это число 
окажется четнымъ, члены будуть одного внака, если же нечет- 
нымь, члены будуть съ разхачными знаками. 

Итанъ, для составлен вебхъ чденовъ Е прявамаютъ за первый 


пара? ы 
219. а, 


затмъ переставляютв послздовательно нижн{е указатели, производя 
каждый разъ только цо одной перестановкВ и каждый же разъ 
мфняя знакь про полученномъ членв. Напр. при #=3 получимъ: 


паз — опора 1 даа — ато лоза — следа 
одадад — ауавоз -|- ада — озона [уаз — ааа, 


въ этомъ выражена каждый членъ Получается изъ предыдущаго 
посредствомъ перестановки двухь нижвихь указателей буквы а и 


перемны знака. 
22* 
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КОНСПЕКТЪ. 


$ 339. Общая формула, для значешя неизвЪотной, удовлетворяющего сп- 
слемр я уравнешй съ % непзвфотнклиг.—8 340. Общий знаметатель измфилетт, 
знавт при взаныной переставовк® двухь нижнихь укавалелен.—8 341. Верхню 
указотели днухъ бумвт въ одвомв и т0м% же членф непремроно раалитнн.— 
$ 342, Составлеше общаго знаменателя, 


ДОБАВЛЕНГЕ И. 


Теорля непрерывныхъ дробей. 


Т. Опредвления. 


$ 343. НаибозЪе простое, хотя часто весьма, недостаточное, при- 
бхиженное вычислеше нфкотораго числа 2 состойть въ нахождения 
его пёлой части, Еели число х меньше единицы, то такой пуемъ 
не только недостаточень, но и совершенно неумжетен». Скавать, 
Что число еель нуль, не обращая вниманя на дроби, зналитъ допу- 
етить безконечно-офомную отаибку: послёдияя, какъ извфетно, изи- 
ряетея отношещемъ отброшенвой части къ полученному прибли- 
женному значевю. 

Чтобы вычислить н®которое число у, меньшее единицы, можно 


равсмотрёть обратное ему вначене т, большее одиницы; если В 


: 1 
есть цёлая часть ;. то приближенное значение у будеть -.. По- 


этому, при вычислени х все съ большею в большею точностью мы 
будемъ полатать: 


1 1 1 Н 
а, аа, Роду во, у ата, 1 Ра 
при чемь 4. в, :.. а, обозначеють наибольшя цпыя части, 
содержашяся въ д, 2,..., 1, 1; Итак, можно будеть налисать: 
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Это выражеяе называется непрерывно дробь1о; она лаехъ точное 
; 1 
значене 2. ели отбросить послёдеюю дробь „-, останутся только 


цфлыв знаменатели: и, д)... за, И МЫ будемъ получать зна- 
ченя тфгь болфе приближенныя, ч%мыъ будеть больше и. Дала 
ны выведенъ нфкоторые законы относительно этихь значен!й, 

$ 344, Сиачала мы докажемъ, что при х соизмёримомъ непре- 
рышная дробь окончится и что при соотвётотяевномъ значени 
знаменатель 2, непремфнно будеть пёлымьъ числомъ. Въ самомъ 


Дл, пусть х 2, тд8 Ри Р, два цжлыхь числа; чтобы полу- 
“ 


чить а, нужно раздёлить Р на Р, иу васъ будетъ: 


Р=Ра+Р,. 


Принимая во вниман!е, что’Р, меньше Р,, пишемъ: 


сл®довательно, 


тдб а, есть цВлая часть отъ 1. Пусть, далБе, 
й 
Р,=о,Р,-|- Р.. 


тд Р, меньше Р,, отнуда выводамъ: 


р, р; 
ве 
и, елбдовазазвно, 
„№. 
=, : 
3, 
а, будегь цфлая часть отъ —>?. Очевидно, что а, а, аз, ... пред- 
> . 


сотавляють послбдовательныя частныя, получавмыя при разыскани 
общего нвибольшаго дёлителя чисель: Ри Р,;; изъ Ариометики же 
ИвВВФОТНО, Что таков разыскан!е всегда оканчивается и что одво изъ 
послёдовательныхь д»левй выйдеть непремфнно безъ остатка. 


Дробь Е выразится въ такомъ случа непрерывною дробью вполн® 
точно. 
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Обратное заключен также справедливо: непрерывная дробь, 
состоящая изъ конечнаго числа членовъ, всегда можеть быть обра- 
щена, посредотвомъ самыхъ простыхъ ариометическихь выкхалокъ, 
въ обыкновенную дробь съ цфлыми. членами. 

$ 345. Разсмогримъ непрерывную дробь: 


т 


а, ' 


Подзодящими дробями, представляющими послфловалельныя при- 
ближенныя значеня х, называются выражен!я: 


ихъ получають, прерывая непрерывную дробь послёдовательно ва 
цфлой части, на первомь знаменателВ или ненолномь частном» в. 
на второмъ а, на третьвнъ а, и т. д. 

Подходяшя дроби по-перем®нно меньше и больте х. Въ самомъ 
ДЪЛЪ, а, очевидно, меньше истиннаго значеня непрерывной дроби, 
потому что для полученя послёдяей къ а надо придать положи- 


тельную дробь. Далфе, «41 больше истиннаго значеня, потому 
я 


что для получен!я изъ этого выраженя непрерывной дроби надо 
1 


увеличить знаменатель а. Третья подходящая дробь «-|- 

“Ра, 
меньше истяннаго значеня, потому что для получешя изъ нея 
непрерывной дроби пришлось бы увеличить а, и, слёдовательно, 
Уменьшить знаменатель «+2, & чрезъ это все выражен е увели- 


т 


чится. Четвертая подходящая дробь в -- г” больше истия- 


@ 
ного значешя непрерывной дроби, потому что дня полученя но- 
сябдией изъ этого выражешя пришлось бы увеличить а, и, сл®- 


довалельно, уменьшить а,-- 2, а чрезъ это увеличитея знаменатель 
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т прибавляемой къ а, отъ чего эта посяёдняя 


и 

а 
умельтитея. Подобное разсуждев!е можно продолжить какъ-угодно 
далеко. 


ПП. Свойства подходящихь хРОБЕЙ. 


$ 346. Послбдовательное вычислена подходящихъ дробей очень 
просто. Первая подходящая дробь есть с; вторая подходящая дробь 
есть 
р а, 


Г а ` 


лретья подкодящая дробь получается изъ второй посредствомъ за» 
МФНЫ и, СуУММОЮ «т, т.е. будетъ 
а 


(ши ие. 
ща, -1 } 


четвертая подходящая дробь получается изъ третьей посредетвомъ 
замфны а, сумуюю «+. т.е. она будетъ 
ы 
й а 
оао ава, 
1 неба, 
выд Саи па-на, 


Подобное вычиелеше прилагается послёдовательно, безъ всякаго 
затрудиеяёя, ко вебмь подходящимь дробямъ. 


ела р и р дв послёдовательныя подходяпия дроби, то 
— а 


„а 


слёдующая подходящая 5: лыразится чрезъ 


ТВ аи есть послёдЕЙ знаменатель или неполное частное, входящее 
въ вя оставь. Эко правило составлены повряетея непосредственно 
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для первыхь подходящихь дробей. Чтобы доказать его общность, 
допустамь, 970 оно спранедливо для вЪкотораго значения я, т.-е. что 
Ра 


я 


$. бо, 


р, 
чтобы составить елВдующую подходящую дробь ин нужно за- 
ующу; ис ищу! р $.’ у 


МВНЯТЬ д» СУММОЮ а» Ч -; получимъ: 
а 


Ш“ См Ромы 
ИЕ Фи бь-омна Е @, 1 
на 


ИЛИ 


и Рана 
бы ба . 


. Р.. 
Итакь, это правино составленя прилагается и къ дроби о. ы 
Ра 


и, слЬдовательно, является общимъ. 


42, 
$ 347. Подходяния дроби несократили. Пусть а 


ч”— 


будуть три послфдовалельныя подходянуя дроби; называя черезъ 


2, 
4» ПОСЛЬдНее неполное частное, входящее въ сославъ 5“, мы мо- 


4, * 


жемь налисать: 
В __ Ра 


9 бо, а ` 
Отсюда выводим: 


Ва 


9 ва а ев = 


точно такь же 


а Ра Р.Р... 


9, 2 Фи 16.3 


Числители вторыхь частей въ дзухъ послфднихь равенетвахь раз- 
личаются только знаками; слдовательно, вычитая каждую подхо- 
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дящую дробь изъ ея послбдующей, мы получамъ рядъ разностей, 


у которыхъ числители равны по абсолютной величин®, но чере- 
дуютея по знаку; для первыхъ подходящихь дробей имфемт: 


(3) 


Такимъ образомъ, постоянный числитель нашихъ разностей эдёсь 
равень единиц», г вообще, 


Р, 9-1 — Вы, = ЕТ. @) 


р 
Это равенство показываеть, что подходящая дробь >” несократя- 
= 


ма, потому что въ протавномъь случав Р» и 0» имфли бы общаго 
множителя, который, для оба члена первой части равенства (4), дол- 
женъ былъ бы двлать и ихъ разность -- 1, что невояможно. 

$ 348, Истинное значене непрерывной дроби содероеаися между 
двумя поольдовательными подтодяцими дробями и блцее ть посль- 
дующей, чтиь къ предыдущей. 

Разсмотримъ дробь: 


1 
#=а-- рез 
Чат , 
Начал 
и -- а, --.. 
Р. Р, 
Пусть и будуть дв послёдовательныя подходяцщя дроби 

9, 9. 


р 
я о. —" подходящая, вЪ составъ которой а, входить, какъ по- 


слфднее неполное частное, пишемъ; 


р, РНР, а 
О, ОО," 


Называемь выражене а» — 1 ‚ Цблая часть ко- 
аа + —— 


ан > 


‘тораго есть си. черевъ д„ и замфнаяемъ въ послёднемъ равенств® 
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а, черезъ 2; у наеъ получится истинное значене х непрерывной 
дроби, т.е, будеть: 

__ РНР» 
Е», 


при чемъ х, содержится между а, Па „1 Рашая это уравнене 
отнобичельяо д, ЯАХОДИМЪ: 


2. — =” _Рь (8) 


откуда 


(6) 


Первая часть положительна и больше единицы — значятъ, 2—5 : 
ив 
Ри 
и = —2 одинаковы по знаку п вторая разность меньше пер- 
1 


вой, что и требовялоеь доказать, 


$ 349. Такъ какъ непрерывная дробь содержится между двумя 
послБдовательными подходящими, то принимая за истинное ея зна- 


. . Р 
чене подходящую в. мы едфлаемъ ошибку, которая меньше раз- 


. 
ности „1 между этою и слдующею подходящими дробями; 
9,61 


эта ошибка и подавно (& отно") меньше единицы, разд®ленной на 
хвадрать знаменателя взятой подходящей дроби, т.-е. меньше и . 
я 
8 350. Нанакая 0д00бъ с5 членами меныиими, чъмь у нокоторой 
подходящей, не можеть подлодить блоке кз иетинному значенио 
яепрерывной дроби, чм это подтодящия, 


Пусть дробь = подходить ближе къ истинному значенио нв- 


в 
р 
прерывной дроби, ч®ыъ подходящая 5. . Такая дробь должна, оче- 
=, 
Р, „ Рь-ь. 
ввдно, содержаться между сми у’: двйетвительно, всли разность 
” "„— 


= а 
2 того же знака, что и равноеть >” - я, 10 =; содержится 


9, 8 
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Р, 
между п’ пза если эти разности противополождыхъ зваковъ, то 
Р,-: 


В 
# непремвино содержится между хи >, такъ какь 
1 


стоить оть х дальше, чфыъ 5 


от- 


Отеюда заключаемт, что разность 


й 


р, 8 


по абсолютной величин меньше разности 


вр! 
о ег ® 


а такъ какъ числитель второй части равенства (7), будучи цфлымъ 
числом, нв можеть быть меныме соотвётотвеянаго чиехателя въ 
равенств® (8). то знаменатель долженъ быть больше; слфдовательно, 


#> @. 
Такъ же можно доказать, что 
«> Ры 


въ самомь дБлЬ, зная изъ предыдущего, что и содержится между 
В в Ри заключаемъ, что В содержится между 9. и 9. и, в18- 
„ 09. 4 2, В, 


$ 


довательно, разность 


Ра 


по абсолюткой велачив меньше разности 


Фа _ был Ре — бы, И 
, РВ. В.В; Р.Р,’ 


& отсюда выводимъ, что 
«> Рь. 


Итакъ, оба члена дроби * больше соотвЪтотвенныхь членовъ 
р 


дроби В, 
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Можно было’бы ограничиться доказательствомь, что знамена- 

р, В В Р, 

тель В больше если 7, 51, Пре 
8 @» Ч, ®, 


ходяния для дроби 


предетавляють под» 


} 


"„ = 


и что 1 заключается между р. и сы вь самомъ дВлБ, обратныя 
Е й 


дроби: $ ра $, +: ,. .. будуть подходящими для 


п дробь 4 будеть содержатьел между 4. ‘А %., & это показы- 


ваеть, что предыдущее доказательство "оетаетоя справедливым д 
для обратвыхъ дробей. 


ТП. НЕРЮДИЧЕСКЯ НЕПРЕРЫВНЫЙ ДРОБЛ. 


$ 351. Пусть будеть дана дробь 


+. 
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въ которой составляющя ее частныя дроби повторяются пероди- 
чески в, притомъ, базъ конца. Очевидно, что 


(9) 
ча 
“+. 
Пусть Г ^° будеть подходящая дробь, получаемая при конц аерваго 
перюда, а = в ВЪ 


такомъ случа 


О. баба" 


Чтобы получить полную дробь х, нужно, очевидно, въ 2, на 


основани равенства (9), языВнить а, ва а„-- ь поэтому пишемъ: 


=, 


р } 
2, и, В+ь СО дева _ ВЕРЬ. 
4. (4+1), а. от бе, › 


слдовательно, х всть корень уравненя: 
Фи" (9. - Ре В, 280, 


и такъ какъ это уравнен!е инФеть только оданъ положительный 
корень, то значеше для х будеть вполнф опредвленнымт. 

$ 352, Значеше сыфлиянной неродической зроби находится по- 
добвымъ же путемъ. Дано: 
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гдв ноелф »--1 яастныхь дробей, входящихь въ вя составъ и не 
принадлежащихь къ перюду, начивается перодъ изъ (м -- 1) 
членовъ. Введемь обозначение: 


=. . 


тогдА 


1 
Ру. 
п Ро В . 
усть ог и д" будуть дв подходяция дроби, въ которыя мо- 


слВдними неполными часткыми входнть соотафяственно а,-1 И ан; 
въ такомь случа мы можемъ написать: 


тдё у опредфляется по предыдущему параграфу, а, слёдовательно. 
будеть извфотнымь и 2. 
Такъ, напр., если 


И 00) 


4 
+. 


то, полагая 


напитемъ: 


Отеюда 
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Послёловательныя подходяция дяя дроби (10) будуть: 


14 99 29 


Е] 
ьз, в, в: 5: 0’ 169 


и каждая изъ этихь дробей подходить къ У р ближе, чЪмъ какая- 
нибудь другая съ болЪе простыми членами. Принимая какую-нибудь 
изъ нвхь за приближенное значен{е у р мы сдЪлаемъ опибку мень- 
шую, чфлъ единица, раздфленная на произведене знаменатедей 
этой дроби и сяфдующей. 


ДОБАВЛЕНТЕ Ш. 


Мотодь искяюченья Везу я Эйлера. 


$ 353. Пусть будуть /()==0 и Р(е)==0 два алгебраическихь 
уравнен!я: первое степени и, & второе степени зи, равной вли 
ниже я. Чтобы исключить х изъ этихь уравиенй, достаточно сло- 
жить ихь по-мленно, предварительно умноживь и то, и другое 
соотвтетвенно на, многочлены: и й г, изъ которыхь первый степени 
(---1), авторой—степени (я—1), подбирая, конечно, коэффищенты въ 
этихь многочненахь такимт, образомъ, чтобы въ результат исчезли 
36% стецеви 2. Этоть нмемъ укаванъ одновременно (1764 г.) Эйле- 
ромъ и Безу. Уравиеня, которыя здфсь придется рать, веегди, 
будуть первой степени и весь ходъ дВйств, часто весьма длинный 
ве предотавать никакихь затрудневий. 

Пусть будуть даны, ивпр., уравкен/я: 


Кана ов-- @==0, (2) 
Ее) == А -|- Ве С=0. [6] 

Пишеьь: 
{Ра-- Фа Ноа) =0 (3) 


я подбираемь у, 9, х, Р, О такиму, образомъ, чтобы иочезло д изъ 
уравнения (3); тогда поелфднее будеть розультьломъ исключеня или 
конечнымъ уравненемъ. Неизвестные коэффищенты должны бу- 
дуть удовлетворять уравненяит: 


а«Р-- Ар==0, 

фР-- в«9-- Вр-|- Ча-=0, 

РО Ор 4 ==0, (4) 
ЯР--в9-- 04 | Ву—0, 

а9-- Оу ==0. 


м, в, нирожиовт,, АйевА, 23 
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Кащая-вибудь четыре изъ этихъ уравней опродфлятоть отношейя 
коэффищентовъ: р, а, ”, Р, 0: пятое должно быть слёдегыемт че- 
тырехь другихъ. Какъ только четыре изъ уравненй (4) удовле- 
творены, уравнен!е (3) приводитсл непремфн=о къ пятому; отсюда, 
выведимъ, что система (4) должна ныфть рфшев1е, отиичное отЪ 
уфшев!я: 2==0, 4=0, 7=0, Р=0, 0==0, а для этого необходимо, 
чтобы обиий знаменатель, или соота®тетвующи опредвлитель, быль 
равенъ нулю; слвдовательно, конечное уравневе будетъ: 


од оо 
Ба влдло 
с ьосовяла 
асоов 
0 о оо 


Этоть опродфлитель сть знаменатель системы пяти уравяев!й пер- 
вой степени; горизонтальныя лини его представляют коаффи- 
Щенты нвизвфотныхь: Р, ©, р, 4, *. 

$ 354. Предыдуий методъ, столь легый и столь изящный въ 
тоори, на практикф предетавляеть весьив больт!я дхинвоты. Така, 
напр. прилагая этоть методъ къ двумь уравненаыт, четнертой 
степани, мы должны будемъ составить опродфлитель, служащий 
общимь зноменателемт для восьми меизвфетаыхь въ восьми 
уравненяхь; въ ного войдуть 403820 членовъ! Мноме изъ нихъ 
будуть, правда, равны нулю, но разыскане остальныхъ и выборъ 
знаковъ при нихъ представять длинную и утомительную работу, 
хотя и не трудную. Горазко удобнйе исключать послфдовательно 
степени ях, 58 вводя степеней выше тёхЪ, которыя входить в 
данныя уравиеня. Пусть будуть даны два уравнен!я: 


К) 


да т о... Ре В ==0, | 
А-В -- отр... ЕН К-0. 


Чачнемъ съ того, что замЪнимъ эти уравненя двумя другимя оте- 
пени и—1; Дия этого искшючинь послёдовательно изъ данныхь 
уравнен!Й степевь д” и члень, независящ!й отъ 2, при чемь во 
зторомъ случаВ раздфлямъ обф части новато уравнешя на множи- 
тель 2, оби для вефхь его членовъ; получимь два слфдующехь 
уравявв1я: 
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(4% -—а Ви" Ао --абдая +. . „К АЬ-аК==о, | @) 
(АБ-аКди- Е ВЬ-ЬЮд--.. НКО. | “ 


Пряыфняя чоть же методъь къ сиетвмв (2), замфнимЪ ее двумя 
уравневями степени я—2; продолжая такямъ же обравомь и да. 
ле, получимь только одво уравневе нулевой степени, какъ ре- 
зультать искнючения между двуыя уравневяки первой степени, 
образующиеми я-ую сибтему. Это уравявне веть конечное, 

Еели оба давныхь уравнев!я не одной и 1ой же стелеви, то 
указанный методъ должень быть слегка изыфненъ, что, варочемь, 
можеть повести только къ его упрощению. Пусть будуть, напр., 
даны доля уравненщя, одно- четвертой, а другое—второй степени: 


в-ый-ет-раз-е=0, {1) 
Аш’ | В (=. (2) 


Сначала исключаемъ члены, независящ!е отЪ д, вычитая уравне- 
в1е (1), умкоженное на 0, азъ уравненя (2), умножевыаго на @ 
оцуская сь результатВ мяожитель т, получимь уравнее третьей 
степени; прим$няя къ этому послфднему и къ уравненио (2) тоть же 
мелодь, получимь уравнене второй степени; наконець, къ двумъ 
уравиенамъ второй степени приложимь общ Й методт, указанный 
выше. 

$ 355. Есть, наконещь, трет методъ, который, подобно двумь 
другамт, приводять воЪ ураввеня къ первой стелени; по этому 
методу различныя степени исключаеной буквы принимаются за 
столько же розличныхь неизвфетвыхь. Мы пазовемь ого, согласно 
съ Коши, сопращенныма методомь Безу. 

Пусть, какъ Всегда, /(х)=0 и Е(2)=0 будуть два злгебраичес- 
кихъ уравненя: первое—степени и, & второе — степени разной или 
яиже д; полагаемъ: 


К) ща" ия"... аа | 
Ия Нан. } 
при чемъ нфкоторые изъ коэффитевтовт: В, Б,..., Ва МОГутъ 
равняться пулю. Чтобы исключить 2” изъ уравнений (1), пишемт, 
ИХЪ РЪ ВИД: 
пра а.о (ал ране. аа), 


Фора. Нин. ЗН я-Н, 
28 


а) 
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тд с обозначаетт илн зисло п, или какое-нибудь изъ чиевиу, мень- 
шихъ и; дфля эти ураввеыя друг® ва друга. по-чяенво и сокращая 
на множитель 2", обний для чиелителя и знаменателя первой части, 
получим: 


ада, 4 Но, д 


АЕ, С, Ри 13 


Нач, 


по освобождени оть знаменателей у насъ будеть уравнеще (и—1)-ой 
степени отновительно х. Но это уравнене, очевидно, можеть при- 
вять я равлачныхь видовъ, емотря по значенно, принисываемому 
числу с, которое, какъ мы замЪфтили, можеть быть какимъ-угодио 
изъ чисель 5е выше и; итак, мы можемт написать систему » 
фазлимныхь уравнешй вида: 

А-а... НА, А, =, 


од 


РА Ел 


дм А ие... ан А. и 


изт. которыхъ первое и послЬднее точно талия, кая употребяяются 
въ предыдущемь методй. Чтобы исключить х, достаточво будетт, 

‚въ систем® (2) принять 2, 2',..., 2”“^ за различныя неизвБет- 
выя и выразить, что всф эти уравнешя совм®етны. 

Можио заифтить, что умножая послфдя!е члены: А, „Аа... 
4„_„_з ВА одву и ту же новую неизвестную м, мы составимъ 
систему п» уравивн!й съ я нейввфотными: г, 2’... ‚ а” 1, и, для 
которой усматривается непосредственно рфшенйе: 0, 21==0,.... 
и=0. Такое рёшене не можеть быль принято: мы должны полу. 
чить другое, при которомъ и==1; для этого же необходимо, чтобы 
опредфлитель изъ коэффищентовь былъ разент яулю, и конечное 
уравнеше будетъ: 


А 


оо Аа жа... Мали 


Такой результать значительно проще укаваннато вт 8 354-омтЪ, 


— 857 — 


потому что соетавляемый здЪеь опредвлитель содержитт только я 
столбцовъ по » количествь въ каждомъ, тогда какъ другой, соста- 
вляемый по 8 354-ому, въ томъ же самомъ случа содержалт бы 
2 столбщовт. Такъ, напр, опредфличель четыреху уравневй ст, 
четырьмя непзввстными содержит всего 24 члена, опредфлитель же 


восьми урапнезй съ восомью неизвистными содержит, 40320 
членов, 


Таблица дугь и соотвфтетвенныхь синусовъ и тангенсовъ вЪ частях 
радуса, 
служащая дал и ро прапедондекиныхь уравнений 


де. | 1 81$ Т Сов по | Солвей! 

оо 10050 90" | 

0.075 | 11 0175 | 09008 | ить гео 89" 

| 0.0849 ° №1 00449 | 040094 ; 00840 | 286868 ^ 38" | 

о | 3 00008 | 00086 ' 0054 |уэбви 8 

м | 4 | 0698 | 0976 | 0.0899 | 

|. 02978 | 5" | 00872 | 0.9062 

| 1057 6" | 01045* | 0,9045" 

ола | 7 | 01219 | 09095" 

01896 | 8 | 01392 

| 3571 | 9": 0.1664 

| 01745 | 10° | 0.786 

01920 | 1"`|` 0,1908 

012004 | 22° | 0,2079 

| 02059 | 18° | 0.9250 
02419 
0,2588 _ — 158090 _ 
0,2756 „Та 
9,2924 1241 | 
0300 152566 
0,3256 ‚ 12398 
0,3420 12217 
о, 69" 1.2043 
013746 68" 1 11868 
0,3907 вт | 564 
0,1067 66" 1180 
04956 65° | 11845 
64884 ^ ви. 110” 
0450 63° | 110906 
01685 т би 10821 
в 61" | 106 

| 60° | 1.0472 

о 59" Г 1,0097 
0,5299 58° 10128 
0,5446 5, 09948 
9.5690 66" | 0.9774 
0,5786 55°‘ 0:969 
0,5878 54"; 09455 
0,6018 58" | 09250 
0,6057 5 | 0,0076 
0,8298 5 | 08901 
0,6428 60" | 08727 

Гб |4” `0,656Т 49 "08852 
0,6591 48°! 08878 
0:8820 «т | 08208 
б,бат 6" 08029 
ОО 45" | 07854; 
Созйия | боибевв| ‘Тазкеля | | Ако, 


Вии 

Примти. За?адочнами (*) омчевьсиь цифры 5, при отбрасывая ноторыхь 
должно увеличить, подмафную цифру (въ вычнолещяхя ой трема 
цифрами посхй запатой).,‚ 


ОПЕЧАТКИ. 


Стран. Отроко. Налечатано; Должно быть 
49 10 сверху {Е-а" (зна 
„- 6 спизу —, <, 
55 11 сверху больше бюзьше 
5! 8 сиу а а” 
-_ 9, » й 
85 $ сверху поэтому {*(&) поэтому 2х) 
15$ 8 5 дасть даеть 


271 На чертеж савбуста соедщинть знонку ЛА са точвою ©. 
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303 8 виту а 


У 


КУРСЫ, 

РАИРТЛИЕННЫЙ г. ЦОЛЕЧИТЕЯ 
САНКТЛЕТЕРБУРГСНАГО 

УНРЕЦАРО ОБРУГА 


РМЬ 


М. В. ПИРОЖКОВЪ, 


пебадаватель Сяць ЧЕ зимнанти. 


Сиб.) Вие, Оетр. д. 16. 


КУРСЫ 


для приготовленя мололыхь людей къ повёроч- 

нымъ ветупительнымъ эдзаменамт, въ инетитуты: 

Инженеровь Путей Сообщеня, Горный, Гражданскихь 
Инщенеровъ, Технологичесми и Элентротехничесний, 


Курсы продолжаются еъ 1 октября до конца везупительныхь экза- 
меномь въ высщшя техничесйя учебныя заведешя (до конпа, двруста). 
Занятя ведутся по слБдующимь предметамть математикь (знеоремимчес- 
ой приометиит, блебрю. зеомерать и трлионометрий, физик, рус- 
сому языку, рисованию. французеному и нёчециому язынанъ. 

Курсы двляхея па три перюда: 1) зим (ст, 1 октября до 23 до- 
кабря), 9) весеннй (съ 1 фоврали по 1 мая} и лётьй (съ 15 попя до 
коциа август) сь вполн® закаичиваемою подготовкого ББ хаждый 
изъ этихь трехь сроковь. 

Плата за нодготовку въ продолжена одного изъ зоименованныхь 
сроковт, 300 р. по математиы и физлкВ и 400 р. по веЙагь предме- 
там; за подготовку въ течеше двухъ пяъ этихь сроковъ плата по- 
вышазтея па 200 |, 

Занямя ведутся едедыевни: по утримь, мъ холее 3 чавовъ, и по 
чечерамь, В течеше 9 часов. 

Знлйй и весны пемодуг рекомепдуются тФфыъ, кто желать под- 
готовиться, не сша, или кло не можеть справиться съ программами 
8% хенеще только гта по причтиг! недоетаточновети зай, выиессяныхь 
изъ средняго учобпато заведения; зЪ уви сроки вечертя занямя посвя- 
шазтся матоматик% и физик, а утренмя — остальнымъ преднетазь., 


ПРОГРАММЫ: 


По Ариометикь. — Куреъ 8-го класва гимназй. Рёшеще теорети- 
ческихъ задачъ. 

До Алмабуь. — Куреъ гимназй. Дополвевшя: подробное раземо- 
трЁк!е уравненй высших степеней св одною и я®сколькныи не- 
ивнфетными. приводимыхь кь квадратным, подробная оталья о ком- 
плекеныхь чиснахъ въ алгобранческомъ вид; цвучленвыя уравненя 
Вида: 7-5 15-0 28-120, '52=1==0, 4°7-1=0, 2°2=1==0, 
1—0, 2-10, #8 —-1=0. "2 1-=0; осповныя теоремы о ^ 
предвлахь; боле научная чеомя непрерывныхь дробей, особенно без- 
конечныхь перодически: теоря нееоизыёримыхь (ирращовальныхь 
чиеель), куда входить. межлу прочимь, доказательство существования 
2-ой степени изъ вещественнато числа А, доказательство существо- 
ваня логариема лля всякаго положительнаго числа при положительном 
основано и пр. Рьшеме задачу. 

По Гооменрфи, —- Куреъ тимназй. Рьшеще задачъ акр на вычис- 
лен, такъь п вт, особенности на построене. 

По Тунономевияи. — Куреь гимназй. Задачи на уравнешя, при- 
ведете къ цогариомическому виду и на рЫшеее треугольниковь. 

По Физинь. — Куреъ тимназЙ, Рёшене задачъь по слфдующимъ 
отдфламь: 1) намальных свёлён изъ статики: сложеше и разложелии 
сижь, параллелотрамаь силь; 9} равномрно-перемёиное движене; 3) 
елязь между вЪсомъ, объемомь и плотностью вт, примфисви въ ме. 
трическимъ и русскимь мфрамъ; вщян!е температуры; 4) связь между 
объемомъ. давлешемъ и температурой данной массы газа; 5) закон`ь 
Архимеда; 6) калориметричесвЙ методъ смёшеня; смёшене, воиро- 
вождающееся измфнемемъ соетояшя тёлъ; скрытая теплота илавленя 
и клиёня; 7) законт, Ома; 8) законъ Джоуля и Ленца. 

о русенолу языму. —Писане вочинемй на темы, кая задаютея 
па вонкуроныхъ экзаменах; предварительное разъяснове земъ (планы 
вочнненй); разбор слфланныхь ошибокъ: какк стилистичеекихъ. 
лакъ и грамматическихтъ, 

По Рисованио. — Рисоване съ натуры комбинащй проетвйшихь 
теометрическихь тфль: призмъ, нирамидь цияипдровь и нонусовь; 
рисоване болфе или менфе сложныхь орнамевтовъ готовящимиея въ 
Инетитуть Граждалекихь Инженероръ, 

По Франиузекому в Гьмецкому лзыкамь. — Повтороне тлавиВйшихь 
правиль этимолови и сивтаксиса упражнене въ переводахъ на руссый 
явыкь & Ихге оцуех и въ легкихъ разговорах, 

Программы Курсовь согявеованы съ программами вотупительньич, 
кониурсныхь экзаменогь и занят, но опыту лрежнихь лёуь, точно 
разсчитаны на каждый дель. 


М. В. Пирожковт. 


М. В. ЦИРОЖКОВЪ, 
Сиб. В. 0..3. 10, 
Надалельотио. 

.-+.- 


ПРОДАОТОЯ Во ВОВХЪ ВОЛЬИХ 
МАГАЗИНАХЪ: 


Аряемотикь иррыМональныхь чиселъ М. В. Ппрол- 
кова. Спб, 1898 т, Ц. Тр. 50 коп. 

Алгебра Ж. Бертрана вь переводв М. В. Лирожнова. 

Часть Т. Спб. 1899 т. И. Зр. *) 

Часть П (Высшая Алгебра). Спб. 1901 г. Ц. 2 р. 

Содержание; Глава Т. Дополнеше иъ злементарной алгобрё (рады, сочегатая 
у биаомъ Ныотона, о лозариемахь; повфриа алгебраических форнуль; методт, 
неопред?ленаыхь коэффицеитовь). — Глава П. Твомя аронзводныхь (производимая. 
ость звяыхь функ съ одпою перемвпною, изучете функщий при помощи про- 
вводных: ряды для вычиезеня лотариомовь п чисха =). — Глава ПТ. Общая 
тедя уравнемй (обвовные принптим чнеленныхь уравней маной-утодно сте- 
пени; теорема Декарта; теорсыш Ралля; теорфя равныхт корпей; соизыёрниые 
вории; теорема урна). — Глава. ГУ. Конечныя разности (обозиаченин п осповныя 
церяулы; иитериолираване, рёшегю чиозенцыхь уравивнй, реше травоцен- 
дентныхт, уравиен!й).—Приложене (разложене ратенальвыхь дробей па прост 
НИЯ; монымя выражовии рьиеве урзаченй 3-е стелеяи: умение спетемы двухъ 
ураваенИ! 2-Й степени съ двумя ислев$етными; ифкоторыя зам чалельныя пре» 
образоваиня: о рымени уравнея}И перной стешени; непрерывиыя дроби; метод 
исключен Везу п Вера). 

Дополнительныя статьи по Алгебрф М. В. Пирожкова, 
курсъ Т-то и 8-го классоть гимназй. Посоме для готовящихел зЪ 
выения техничесыя учебныя заведеня. С0б. 1900 г. Ц. 76 к, *) 

Содероате: Тори совлииешй, билимь Ньютоша, непрерыватя дроби, ие- 
опредфленимя уравиенти пераой стенеяи ск двумя вензвЪсттиыи, несоизмёримыл 
(иррашональный) числа, вадочл. 

Ариеметика ЖЖ. Бертраиа въ персвод® М. В. Пирожкова. 


Олб. 1901 г. Ц. 2 р. 


Складь издан у М. В. Пирожкова, Спб., Паб. Овтра 8 нал, 
9. 10; выписываюцие оту издателя за пересыльу не илатять. Книо- 
продавцамь обычная устутии. 


ЛЕЧАТАЕТСЯ: 
Серре (5.-А.). Прямолинейная тригономотря. Ц. 60 к. 


5 КНИЖНЫХЪ 


Приготовляются къ печати въ перевод М. В, Пирожнова: 


Дифференщальное н нитегральное исчислен1е 2%. 
Зертрана, 2 большихь тома ш-4 во французокомъ издан?и (около 


4) Одобрено Ученым» Бонитетомь Мил. Нар. Проез. длл фупдем, бабл. вов 
средн. учеби. занел, Мия, Нар. Прост. для ученич. бибн. сгриаго возраста. мужен. 
зими, и реаальй. училииоь; рекомендовано Главныме Улравяешемь в.-уч. эалед, 
для фувдам, библ, кадетенихь корпусопь, 


тьВь па КаИДЬЙ т0\5 5 р. По вы- 
Хон: гуь соЧи"ь Имя Пудерь повьипена СПечасяке начнется © 1909 г... 
Дифференцлальное исчислене. Содержени?е: Книга 1. „{ируоренывскы 
а Иринасодным (бозкопечто-мильи разхичимуй порядковф п ихъ упо- 
трейльше зу, геометрик пюизводный п дифферепщальг цергаго поряди 
ффункдринюиаиий опель; те пасатольлыхь ний и плоскостей; 
диффелчоцалы пфлоторьыхя, Фуиыщй. опродёляимыхь соометрически; 
ирыгиюдныег 1 дииферени: чы порядиа пыше первато; преобразонаие 
пербмфиныхь. абразовиие диф рен иаяьниы °ь уравнений). — Ннига |. 
бтерииатще ть ряды (общая творя рядовъ; теорема Тяйлора: пфко- 
чартя разнермыватия въ ридьб фупециг мцемой церемфнной; разпер- 
чывате функции нфеколькихь перемиыхь; развертываи въ боя- 
конечамя произведен вертьнатг въ пепрерызныя дроби; раскр- 
че пеопрелТакчностой; теор особовныхь точежь; шахрля и идита).— 
Книга ЧН.  Ираломеен и къ зеомонрги (кривизий плоскихь лин; кри- 
гизия ли, напесеныхь на сфорб, сонрикасакицанен плоскоеть для 
цривой дноякой кривизпы; ди кривизны кривой; сопракаеваонийся 
пругь и соприкасаницаяея ефора; кривыана ноцерхноетей; пормалю къ 
ноперхноети; лиши кривизны; лини, нацееенияи па поверхности}. 
Интегральное исчислене. (зденжанн: Книга |. Онредьленные в 
нсопребьяенные иниилрилы (разаичные метол чиГ для нтеегриролчия днф- 
ферсищаливыхь выражены; интегрироваще тииопаяьныхь дробейу 
интегрировано адгобралиесскихь прращюнальностей; плтегрировая 
тригопомезрическихь и показазельняхиь фунацй; повозуожноеть и’ 
когорыхь интегрирован; пепоердетвениое вычислеше опредбленных"ь 
иптегралонь; вычиелее отредфленныхь ннутетралоту, ири помоши ри’ 


добь; дибферениировате и нитегрярован!е подл, знакомь / зифкоторе 


опнедвяеитые низтеграньь, полученяые при помои разяииныхт артемоны: 
теоря Эйяеровых® натеграловь; интегралы между зниыьсиг продбламиу 
численное шииближенное зналеше опредтленнаго иштеграла).-‘Ннига |. 
Приложения и бальньйтя розинния свычиелете ихоскихъ площилей п 
дугь кривой; пычиелейе кравыхь поверх пе ; опреде объемов: 
шачислен!е притяжоны твердыхь тЖдь; тоя многократпыхь интегра- 
ле; изкоторыя развермываши въ ряды: нитегрируемость днфферен- 
палровхть фуокций.. - Книга НШ. Реоргя эллониииескиееь функий (теоремы. 
отноелиияея к» ощикетло интиграловь; двойни порюдичность энлирти- 
зюбкихь фунющй; умножетие и дфлеше аргумента; выфажене фунюй 
зг вид® проилвелен функции! 1) и ЧН) Якоби; преобразьнаню 
элнрРическихть функций: чиелевныя вычиелен!я). 
ВеГ; переводы — боуь всяких, соиицийй и изузнений. 


500 стр.) Пил по подонек$® оф. 


Издательство М. В. Пирожкова поставило своею за- 
дичею пыпустнть на русскомь язык цфлый радь учебииковь н с0- 
чанеюй по члетой и прикладной математик? изьбетныхь ученыхь. 
Въ ближайехгь будущезмь, кром\, Я. Вертрава, булути, изданы руко- 
водетва Серре. 


Дозовывно ивляураиь 96. 2 поить тег 


чан М: М, Стзсмакоктл, Пе, Петь 


ПРОДАЮТСЯ 80 ВОВХЬ БОЛЬШИХЪ КНТЖНЫХУ, 
МАГАЗИНАХ: 


Ариеметика иррашональныхь чисель М. В. Нирожкова. 
185. 1898 в. Ш. Ть 50 в. 


Алгебра №. Бертрана въ переволф М. В. Пярожкова. 
Чать Т. блб. 1899. Ц. 3 р. 


Фдобреця Ученяму Цомитесоми, Мявиетеретва Народна Просьмаенуи 
дал фувдаментальныхь библ средних учебимхь заведений Ми- 
иесепетвл, Илуюднаго Просзыменя п для учевическихь библуотевт, стайинаго. 
нозраста иужепихь гимиль п педамиыхт, умпатисы рекомомловаиа Гзалнозть 
Упрпллешеми, вовино-учейныхт заведен для фундамертальнахь библотеки, 
кадетских корпусов. 


Часть П. биб. 1901 г. Ц. 2 р. 

Дополнительныя статьи по Алгебрь М. В. Пирожкова, вурсь 
7-9 и 8-го клабовъ гизнай. Ловобе дли тотовлщихел въ выг- 
ии тихиическя учебным заведешя. Сиб. 1900 в. Ц. 75 в. 


Содержание: Теошн соелиневй, биномъ Чъьютова, ленрерызаия 
дроби, пеонредфлелныя уравченшя первой ссенени © дпумл пеиз- 
ибетными, песоизифримыл (яррацюпальных) числа, задачи, 


хь учебныхе заведен Ми- 
екихл, бибуютек стармаго 
т учплиииь; рокомевдоваиы Глилеьемь 
поенно-унебимхч. заводе дли фунхаментальныхь бибютень 
калетскихь коршуеоли, ” 


Ариометина #. Бертрана в, переволь М. В. Пирожкова. 
016. 190.2 


Выпиентающие оть издателя (М. В. Пирожкова, 016. Вае. 
Обтр., 3-к двшя, д. 10) за пересылку пе идатятъ. 


Складъ изданй у М. В. ПирожковА. 
(иб. Вае. Остр., 8 лиш. д. 10. 


